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Spazio di probabilita

Q spazio campione

F C 29 spazio degli eventi:

() QeF

(i) AcF=Q\AeF
(i) AABe F=AUBeF

P: F — [0,1] funzione di probabilita:

() PA) >0

(i) P(Q)=1

(i) ANB =0 = P(AUB) = P(A) + P(B)
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Eventi
ABeF—= AnBeFeB\AcF

Probabilita

P(Q\A)=1-P(A)

AC B= P(B\ A)=P(B)— P(A)
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
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Variabili casuali

X : 2 — R variabile casuale se
{weQ : Xw)<r}teF
Funzione di distribuzione di X

Fx(r) =P(X<r)=P{weQ : X(w)<r})
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Arrivo di 100 pazienti urgenti, gravi o non gravi al pronto soccorso
X, = numero pazienti urgenti (analogamente Xg, X,z)
Q={u,g,ng}'® F= 2 p =7

Xy(w) = card({i € {1,...,100} : w; = u})

nessun paziente & urgente: {X, = 0}

almeno tre pazienti sono gravi: {X; > 3}
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Esempio I

Tempo di interarrivo dei 100 pazienti

Q = N100 (oppure Q = Rfroo), F=2X p=2

w; = tempo tra |'arrivo del paziente i — 1 e I'arrivo del paziente i
Xk = tempo necessario per I'arrivo dei primi k pazienti

Xk(w) = w1+ ... + W

k pazienti arrivati in 60 minuti: {X, < 60}

dopo 10 minuti non & arrivato nessun paziente: {X; > 10}
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Esempio Il

Ad uno sportello di banca si possono fare solamente tre operazioni:

a incasso di un assegno

b bonifico

€ versamento
Assumiamo che un singolo cliente faccia una sola di esse.
Consideriamo come esperimento I'arrivo del prossimo cliente, come
esito dell'esperimento la richiesta di una delle operazioni, a, b e v,

e come evento il fatto che il cliente chieda una in un sottoinsieme
delle operazioni (ad esempio la a o la v).
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Esempio Il (cont.)

Poniamo allora Q = {a, b, v}, F = 2% Sia poi X la funzione cosi
definita:
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Esempio Il (cont.)

La funzione X & una variabile casuale, infatti si ha:

r<0 {w:Xw)<r} =10,
0<r<l {w:Xw)<r} ={a},
1<r<?2 {w:X(w)<r} ={a, b},

2<r {w: Xw)<r} =Q
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Distribuzioni discrete

X & una variabile casuale discreta se |'insieme dei valori che puo
assumere € numerabile: X(Q) = {x1,x0,...}

P(X = x), se x = x;,per qualche i =1,2,...,
0, altrimenti.

fx(x) & una Funzione di densita discreta

Fx(x) = fx(x)

x;i <x

e la corrispondente funzione di distribuzione

fx(X,') = Fx(X,') — /imh_>0+ Fx(X,' — h)
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Media e varianza

Media di X
ux = E[X] := Zx,-fx(xi)

]

Varianza di X

O')2< = Var[X] = E[(X — ux)?]

= ) (i — ix)*fx (%)

Deviazione standard di X

ox =/ Var[X]
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Proprieta della media

X, Y variabili aleatorie, € R
Elo] =«
E[aX] = aE[X]

E[X + Y] = E[X] + E[Y]
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Proprieta della varianza (1)

VarlX] = E[(X — ux)?]
— EXY 4 2uxEIX]
= E[X°]+ ik — 2%
= E[X?] - (E[X])?
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Proprieta della varianza (2)

Var[a] =0
Var[aX] = o?Var[X]

VarlX + Y] = E[(X+Y —E[X+ Y]}
= E[(X+Y —pux —py)?
= E[(X — px)?+ (Y — py)? +2(X — ux)(Y — py)]
= ox +o% +2Cov[X, Y],

Cov[X, Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = Covarianzadi X e Y.
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Proprieta della varianza (3)

Se X ed Y sono indipendenti, allora la loro covarianza & nulla e si
ha:

Var[X + Y| = Var[X] + Var[Y].

P(|X — ux| > rox) <1/r? Disuguaglianza di Chebyshef

4

P(IX —px| <rox)>1-1/r?
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Funzione generatrice dei momenti

mx(t) = E[etX]—E[1+Xt+ (Xt) 3—(Xt) ]
1 ) 1 ;
= L4 mxt+ 5uext +...:Zﬁ,u,-xt.
i=0

esimo di

trx, il momento r X, & la media della variabile casuale X".

E immediato verificare che risulta:

dr
me(o) = Hrx-
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Distribuzione uniforme

X:Q—{1,..,n}
Tutti i possibili valori sono equiprobabili

S

xe{l,...n}

1
fx(X) = = EI{1,2,.‘.,n}(X)
0 x¢{1,...n}
I1¢~. (n+1)n n+1
E[X] = ;ZI = on = >

Var[X] = E[X? - (E[X])? = 22 i

n(n+1)(2n+1) (n+1) nP-1

6n 4 12
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Distribuzione binomiale

X:Q—{0,1,...n}
Numero di successi in un esperimento ripetuto n volte
p € [0,1] probabilita di successo in un singolo esperimento

n

fx (k) == (k) p(1— p)n_kl{0,1,2,...,n}(k)

0.25 L]
-
0.2 *
0.15
-
L]
0.1
0.05 . .
*
5 10 15 20
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Distribuzione binomiale (2)

dmyx (t

mc)j(t( ) — petn(pet+ q)n—l
d2mx t _ _
dt2() = pe‘n(pe’ + )" ' + pe‘n(n —1)pe’(pe’ + q)" 2

— petn(pet+q)"_2(npet+q)
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Distribuzione binomiale (3)

exg = IO,
2m
) = ¢ dfz(o):np(anrq)

Var[X] = E[Xz] — (E[X])2
= np(np + q) — (np)* = npq
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@ Numero di viaggiatori prenotati che non si presentano alla
partenza di un volo.

@ Numero di pezzi difettosi in un lotto di n pezzi prodotti.

@ Numero di clienti che richiedono un particolare servizio.
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Distribuzione geometrica

X:Q—N
Numero di fallimenti prima di un successo

fx(k) = P(X = k) := (1 - p)“p
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Distribuzione geometrica (2)

mx(t) =Y €*p(l—p) =p) [e'(1-p)]"
i=0 i=0

e se assumiamo che essa sia definita in un intorno sufficientemente
piccolo dello 0 per cui risulti e'(1 — p) < 1, allora &

p
mX(t) = 1_ et(l - P)
/ . pet(l — P)
e e )
" pe‘(l—p)(1—e'(1—p))* +2(1 — e'(1— p))e‘(l — p)pe‘(Ll — p)

o= @ p)
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Distribuzione geometrica (3)

EIX] = mi(0) = =P,

Var[X] E[X?] — E[X]?
mix (0) — E[X]?
(1-p)2-p) (1-p?> 1-p

p2 p2 - P2 '
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Distribuzione di Poisson (1)

023

02

0.15

0.1

.04

Numero di occorrenze di un evento in [0,t]

Ake=A
fx(k) = p

l——e—————_— —

10 15

A := vt (v numero medio di occorrenze nell'unita di tempo)
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Distribuzione di Poisson (2)

Ake—A
k!

dmx(t)
dt

i

> ty)/
mx(t) = ef/\ Z (e I)\) = e)‘( ‘-1)
i=0

t_ d2m (t) t
— \eMet-1)+t X _ \pA(ef 1)+t t
e , e e (At +1)
de(O)
E[X] = =
dzmx(O)
E[X?] = —2 2 =X\+1
X e =M +1)

Var[X] = E[X}] — EIXPP =AM+ 1) = X2 =\
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Evento ripetuto nel tempo: ipotesi

— numeri di occorrenze in intervalli disgiunti sono indipendenti
—Se h << 1, allora

P(X[T,T-i-h] = 1) =vh+ O(h)
'D(X[T,T+h] > 1) - O(h)
dove o(h) indica un infinitesimo di ordine superiore al primo:

lim ~o(h)/h =0
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Evento ripetuto nel tempo: discretizzazione

Dividere [0, t] in n intervalli di ampiezza t/n

Al pil una singola occorrenza in ciascun intervallo [tx, tx1]
successo = occorrenza nell'intervallo [k, tx11] considerato

X(”)

[0.1] ha distribuzione binomiale di parametro p = vt/n

n vEN K v\ n—k
(W) () =)
_ n(n— 1)./.(.!(nnk— k+1) (vt)* (1 B y?t>n (1 B l/t>—k
(Vt)keil/t.

n—o0 k!

=
>
I

o
I
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lim (1—”1) —  lim

n——400 <
. < m ) mvt+vt
= lim —_—
m—+oo \ m—+1

1 >(m+1)ut

= lim
m—-400
—vt
= lim 14 =)"
m—-+00 ( . ) )
— e—l/t
n
m=—-—-1
vt
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ke—ut

PIX = k] = (”t)k!

E[X]=vt = v eil numero medio di arrivi per unita di tempo
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Distribuzioni continue

X & una variabile casuale continua se X(Q2) € R, ed esiste una
funzione reale fx per cui :

FX(X) = / fx(u)du, Vx € R
(fx & la funzione di densita)
F
Fx(x) differenziabile = fx(x) = d g(X)'
I
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Media e varianza

E[X]=px = /_OO xfx (x)dx.

Var[X] = E[(X — ,ux)z] = E[X2] - (E[X])2

mx(t) = E[etX]




Distribuzione uniforme

X & una variabile casuale uniformemente distribuita nell'intervallo
reale [a, b] se

() = fx(xi2, ) = 4 lp(x)
Fx(x) = <Z:z> ha,5) (%) + Ib,00) (%)

f(x)
1/(b-a)

F(x) a b
1

/_

_ -
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Media e Varianza

b
X b+ a

E[X] = dx —

[X] /ab—ax

b*—a (atb)’ _(b—a)

3(b—a) 4 12
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Distribuzione normale

1 _(x=w)?
fx(x) = fx(x; p,0) =

2o

[t € o sono rispettivamente la media e la deviazione standard
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Media e Varianza

mx(t) =

ElX]
Var[X]

E[etX] _ etuE[et(X—;L)]
eht /Oo Let(x—u)e*(;ﬁ)z dx
—co V21O

© 1 _ (x=p)? 202 t(x—p)
ekt / e 202 dx
—0o V21O

2,2 0 (x—p,—o'2t)2 2.2
e

e
—0o V21O

d
= E’"X(O) =W

— E[X?] = (EX]) = 12+ 02 — 112 = o
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Distribuzione esponenziale

Variabile casuale definita nello spazio dei reali non negativi, con
A>0

fX(X; >\) = )‘e_AXa

Fx(x)=1—e™,

1 2 3 4 3 &
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Media e Varianza

mx(t) = E[etX]:/ e e Mdx

0
o A
/0 e dx -

1

E[X] = v Var[X] = %
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Esponenziale e Poisson

Consideriamo un evento le cui occorrenze nel tempo hanno una
distribuzione di Poisson. Supponendo che si sia appena verificata
un’occorrenza, chiamiamo con X la variabile casuale “tempo da
attendere prima della occorrenza successiva”. Ricordando che, se

Y & una v.c. Poisson, & P[Y = k] = % si ha allora

vt

P[X > t] = P[nessuna occorrenza fino al tempo t] = e~

e di conseguenza

Fx(t)=PX<t]=1—-e",t>0

=ve !

B de(t)
o dt

Corso di Simulazione 3. Distribuzioni

fx (t)




Proprieta dell’esponenziale

Per ogni coppia (s, t) di reali positivi, vale la

P[X > s+ t|X >s] = P[X > t].
Infatti &

PIX >s+t —Als+t)
PIX > s+t|X > s] = [P[X i ] l_e e M =PIX >

Si parla in questo caso di proprieta di assenza di memoria.
Inoltre: N N
PlcX <x]=PX<=]=1—ec*
c

X esponenziale con parametro A = cX esponenziale con

A
parametro 2
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Distribuzione Gamma con parametri n e A

X1,Xo, ..., X, variabili casuali indipendenti con distribuzione
esponenziale e parametro \.

n
Y, = Z X;.
i=1

La probabilita che Y, sia minore o uguale a t & pari alla
probabilita che nel tempo t si verifichino almeno n eventi.

Fy,(t) = P[Y, < t] = Z (”)JJI‘QM
00 . '7167/\1; B ‘e*At
ZORGACEDS MY . Aty
R Y O R S O (N oY)
=A A(J:Zn(j_l)l el )=A A(n—l)!
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Gamma: media e varianza

n n
E[Yn] — X, Var[Yn] — p
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