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71 Prima LezioneOggetto della Teoria dei Gio
hi (TdG nel seguito) sono i gio
hi per 
uiil primo passo �e quello di pro
edere ad una loro de�nizione e formalizzazione.De�nizione 1.1 (Prima de�nizione) Un gio
o �e una situazione di in-terazione strategi
a fra almeno due gio
atori 
he si 
omportano sulla basedi regole 
onos
iute da tutti i gio
atori.In un gio
o, pertanto, quello 
he ogni gio
atore guadagna o perde dipendedalle sue azioni e da quelle degli altri 
he operano nello stesso 
ontesto.De�nizione 1.2 (Prima 
lassi�
azione) I gio
hi sono generalmente 
las-si�
ati 
ome di due tipi:1. gio
hi non 
ooperativi in 
ui l'unit�a elementare �e il gio
atore
ontrapposto agli altri,2. gio
hi 
ooperativi in 
ui l'unit�a elementare sono le 
oalizioni digio
atori formate sulla base di patti vin
olanti e 
ontrapposte ad altre
oalizioni.Nel seguito vedremo solo gio
hi del primo tipo.Esempio 1.1 Si hanno:1. gio
hi di mer
ato fra imprese,2. gio
hi di 
ontrattazione fra impresa e sinda
ato,3. aste fra pi�u parte
ipanti in 
ompetizione.Non si ha una situazione des
rivibile 
on un gio
o in tutti i 
asi in 
ui si haun solo attore oppure un monopolista oppure si esamina il 
omportamentodi un agente, inteso in senso lato, rispetto ad un ambiente passivo an
hese non deterministi
o. Non sono gio
hi, dal nostro punto di vista, tutte lesituazioni il 
ui esito dipende solo dalla probabilit�a e sono prive di interazionestrategi
a.De�nizione 1.3 (Se
onda de�nizione) La TdG si 
ompone di treblo

hi e pre
isamente:1. rappresentazione, ovvero strumenti e metodi per rappresentare unasituazione di interazione strategi
a in modo formale e/o gra�
o,



1.1 La rappresentazione dei gio
hi 82. teoria della de
isione, ovvero rappresentazione delle preferenze degliindividui,3. teoria della soluzione, ovvero metodi per 
apire 
ome si 
om-porteranno i gio
atori e quali siano gli esiti possibili dei singoligio
hi.Lo s
enario di base al 
ui interno si muove la TdG �e quello di de
isioni in
ondizione di in
ertezza.1.1 La rappresentazione dei gio
hiDe�nizione 1.4 La rappresentazione di un gio
o si 
ompone dei seguentielementi:1. un numero �nito n � 2 di gio
atori,2. quali sono le mosse a disposizione dei singoli gio
atori, se le mos-se sono fatte in su

essione (gio
hi a mosse su

essive) op-pure simultaneamente (gio
hi a mosse simultanee o gio
hidinami
i),3. quali sono gli esiti del gio
o ovvero, 
ome vedremo meglio in seguito,quali sono le utilit�a attese dei singoli gio
atori,4. quali sono le preferenze sugli esiti, preferenze 
he 
hiaris
ono gliinteressi dei gio
atori.Nota 1.1 Se, al momento di muovere, un gio
atore sa quali sono le mossefatte dagli altri �no a quel momento 
i si trova in una situazione di mossesu

essive mentre se tale informazione non �e a sua disposizione 
i si trova inuna situazione di mosse simultanee an
he se, �si
amente, le mosse avvengonoin istanti di tempo su

essivi.Prima di proseguire si danno due esempi di gio
hi non 
ooperativi, il primoa mosse simultanee e il se
ondo a mosse su

essive.Esempio 1.2 (Battaglia dei sessi) I gio
atori sono due, marito e moglie,e il loro s
opo �e passare una serata allo stadio (S) o al 
inema (C) operandos
elte:1. indipendenti,2. simultanee.



1.1 La rappresentazione dei gio
hi 9La des
rizione del gio
o d�a luogo a:1. ordine delle mosse: mosse simultanee;2. informazioni disponibili al momento di eseguire la mossa: nessuna;3. mosse a disposizione di 
ias
uno dei due soggetti: due, S o C;4. esiti: quattro, le 
ombinazioni possibili delle mosse dei due gio
atori;5. preferenze: ordinamenti degli esiti in base ad una relazione > ovvero\migliore di" o \preferito a".Per il marito si ha:stadio 
on moglie > 
inema 
on moglie > stadio da solo > 
inema da solo(1)mentre per la moglie si ha:
inema 
on marito > stadio 
on marito > 
inema da sola > stadio da sola(2)ovvero si hanno ordinamenti diversi per i due gio
atori. Il gio
o battagliadei sessi �e un gio
o i 
ui i due gio
atori hanno interessi 
otrastanti ma sonoinvogliati a 
ooperare.Esempio 1.3 (Contrattazione) Si hanno due gio
atori 
he si devonospartire una unit�a di qual
osa. Il gio
o �e del tipo a mosse su

essive ela su

essione delle mosse �e la seguente:1. il primo gio
atore o�re di tenere x 2 [0; 1℄ per se e di dare 1 � x alse
ondo gio
atore,2. il se
ondo gio
atore vede l'o�erta e pu�o a

ettare o ri�utare.Ripetendo l'analisi pre
edente si ha:1. ordine delle mosse: mosse su

essive;2. informazioni disponibili al momento di eseguire la mossa: nessuna peril primo gio
atore, mossa del primo gio
atore per il se
ondo;3. mosse a disposizione di 
ias
uno dei due soggetti: una (s
elta da unain�nit�a di mosse possibili) per il primo (x), due per il se
ondo (a

ettao ri�uta);



1.1 La rappresentazione dei gio
hi 104. esiti: se il se
ondo a

etta si ha la spartizione in x e 1 � x, se ri�utaentrambi non ottengono nulla;5. preferenze: entrambi sono tanto pi�u 
ontenti quanto pi�u prendono.Nota 1.2 Nel gio
o di 
ontrattazione se il se
ondo gio
atore1 a

etta, il gio
o�e a somma 
ostante, dal momento 
he si ha x + 1� x = 1.Nel 
aso della battaglia dei sessi se la moglie s
eglie S e il marito s
eglieC (
io�e i due fanno s
elte opposte posizionandosi nel punto peggiore dellerispettive s
ale di preferenza) il gio
o presenta 
on�gurazioni in 
ui entrambii gio
atori possono migliorare. Ad esempio i due possono s
egliere:1. il marito: 
inema 
on moglie,2. la moglie: stadio 
on marito.Un modo di rappresentare i gio
hi (e quindi des
rivere gli elementi della De-�nizione 1.4 in modo formale) �e quello di rappresentarli in forma estesamediante alberi di de
isione. La rappresentazione in forma estesa �e indi
ata
on �E.Si d�a un esempio di rappresentazione in forma estesa del gio
o di
ontrattazione nel 
aso sempli�
ato in 
ui x 2 f13 ; 12 ; 23g (vedi la �gura 1).Come noto, il gio
o di 
ontrattazione �e un gio
o a mosse su

essive. Nellarappresentazione in �gura 1 si ha un nodo iniziale 
he rappresenta la primamossa del gio
o, mossa eseguita dal primo gio
atore 
he o�re x: ogni ramous
ente da tale nodo �e eti
hettato 
on una delle possibili mosse di 1. A par-tire da ognuno dei nodi intermedi 
he des
rivono la situazione del gio
o dopola prima mossa si hanno le possibili mosse di 2 
he pu�o a

ettare (e gio
a A)o ri�utare (e gio
a R) l'o�erta di 1. A seguito di tale mossa il gio
o terminain una delle foglie in 
ui sono rappresentati i payo� (detti an
he utilit�a oguadagni), nell'ordine, di 1 e di 2. In modo pi�u formale si de�nis
ono gliinsiemi delle mosse possibili per i due gio
atori (
he vedremo essere legatialle loro strategie) 
ome f13 ; 12 ; 23g per 1 e fA;Rg per 2. �E ovvio 
he qualorasi abbia x 2 R una rappresentazione 
ome quella di �gura 1 non �e fattibile ameno di non ridur
i ad un insieme �nito di intervalli (una partizione di R).Il gio
o di 
ontrattazione a due mosse su

essive, la 
ui rappresentazione �edata in �gura 1, pu�o essere fa
ilmente esteso nel modo illustrato dalla �gura2.In tale �gura viene rappresentata la situazione seguente:1Nel seguito, nei gio
hi a due gio
atori, useremo 1 o r (riga o row) per individuare ilprimo gio
atore e 2 o 
 (
olonna o 
olumn) per individuare il se
ondo gio
atore in tutti i
asi in 
ui la 
osa non 
rea ambiguit�a.
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Figura 1: Esempio di gio
o di 
ontrattazione in forma estesa (dettagli neltesto)1. il gio
atore 1 fa una o�erta 
he 2 pu�o a

ettare (e il gio
o termina 
omenel 
aso pre
edente) o ri�utare:2. se il gio
atore 2 ri�uta l'o�erta di 1, 2 a sua volta fa una o�erta 
he 1pu�o a

ettare o ri�utare:(a) se a

etta entrambi hanno una utilit�a non nulla,(b) se ri�uta le utilit�a sono pari a 0 per entrambi.In entrambi i 
asi, il gio
o termina.Nota 1.3 Dato un gio
o rappresentato in forma estesa (�E) si ha 
he:1. ogni nodo dell'albero della rappresentazione estesa pu�o essere raggiunto,partendo dalla radi
e, in un solo modo per 
ui, dato un nodo, �e possibileri
ostruire a ritroso il 
ammino 
he ha portato il gio
o in quella 
on�-gurazione a seguito di una su

essione parti
olare di mosse (ba
kwardindu
tion);
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Figura 2: Nuova versione del gio
o di 
ontrattazione in forma estesa (dettaglinel testo)2. nel 
aso del gio
o di 
ontrattazione un gio
atore 
he muove 
onos
etutte le mosse fatte in pre
edenza ovvero il gio
o �e a informazione
ompleta.1.2 Informazione 
ompleta e perfettaNota 1.4 (Caratteristi
he dei gio
hi) Un gio
o pu�o essere 
aratterizzatodalle propriet�a delle mosse ad ogni nodo per 
ui si hanno:1. gio
hi a informazione 
ompleta o in
ompleta,2. gio
hi a informazione perfetta o imperfetta.Un gio
o �e a informazione 
ompleta se i payo� dei gio
atori sono 
ono-s
enza 
omune mentre �e a informazione in
ompleta se non lo sono. Un
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o �e a a informazione perfetta se ad ogni mossa un gio
atore 
onos
etutte le mosse 
he sono state fatte in pre
edenza mentre �e a a informazioneimperfetta altrimenti (vedi [Gib92℄).Al
une delle pe
uliarit�a delle rappresentazioni in forma estesa sono illustratein �gura 3, (a), (b) e (
):

Figura 3: Rappresentazioni in forma estesa (dettagli nel testo)Nel 
aso della �gura 3:(a) si ha 
he 2, al momento di eseguire la sua mossa,
onos
e il nodo in 
ui si trova ovvero sa quale mossa ha eseguito 1: �e il 
aso digio
hi a mosse su

essive. Nel 
aso della �gura 3:(b) si ha 
he 2, al momento



1.3 Formalizzazione di �E 14di eseguire la sua mossa, non 
onos
e il nodo in 
ui si trova ovvero non saquale mossa ha eseguito 1: �e il 
aso di gio
hi a mosse simultanee. In �gura3:(
) si ha una situazione ibrida in 
ui 2, al momento di muovere, sa solo se1 ha e�ettuato la mossa 13 oppure no, dato 
he non ries
e a distinguere fra lealtre due.I nodi non ra

hiusi da ovali sono noti al gio
atore 
ui spetta il turno di muo-vere 
he sa distinguerli da altri. Se un gio
o in forma estesa �e 
aratterizzatoda nodi privi di ovali (o da ovali 
ias
uno dei quali 
ontiene un solo nodo) siparla di gio
o a informazione perfetta. Se si hanno ovali 
he ra

hiudo-no pi�u nodi (
ome in �gura 3, (b) e (
)) si parla di gio
o a informazioneimperfetta.Gli ovali presenti nelle rappresentazioni in forma estesa dei gio
hi si 
hiama-no insiemi di informazione e sintetizzano una ignoranza informativa daparte di un gio
atore. Nel 
aso della �gura 3:(b) 2 deve a

ettare o ri�utarel'o�erta di 1 a s
atola 
hiusa per 
ui il gio
o �e detto essere a mosse simulta-nee (
he equivale a dire 
he i due muovono in su

essione ma senza 
he 
himuove dopo possa vedere la mossa e�ettuata dall'altro). Si parla di infor-mazione perfetta se ogni insieme di informazione 
ontiene un solo nodo (�eun singoletto), si parla, inve
e, di informazione imperfetta se almeno uninsieme informativo 
ontiene pi�u di un nodo. Sulla base del fatto 
he duenodi in uno stesso insieme informativo sono fra loro indistinguibili, gli ar
hius
enti da 
ias
uno di tali nodi devono avere le stesse eti
hette, altrimentiil gio
atore potrebbe distinguere i nodi sulla base delle eti
hette degli ar
hius
enti e, pertanto, tali nodi non farebbero parte di uno stesso insieme in-formativo. Nel 
aso della �gura 4 si ha 
he 1 s
eglie una mossa in fA;B;Cge 2 sa 
apire se 1 ha s
elto A (nel qual 
aso a sua disposizione ha le mosseD ed E) oppure no: 2 non sa distinguere fra B e C per 
ui le sue mosse nonpossono essere diverse nei due 
asi e, infatti, 
oin
idono e sono fF;G;Hg.1.3 Formalizzazione di �ELa des
rizione in forma estesa �E di un gio
o �e 
aratterizzata da:1. un insieme di gio
atori f1; : : : ; ng,2. un insieme A di azioni fra 
ui i gio
atori s
elgono,3. un insieme X di nodi e un nodo iniziale x0 2 X,4. un insieme di nodi terminali o foglie T .Ogni nodo x 2 X n fx0g ha un uni
o prede
essore immediato, de�nito dauna relazione di pre
edenza, e un 
erto numero di su

essori immediati o
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Figura 4: Informazione imperfetta (dettagli nel testo)an
he nessuno. Se 
i sono su

essori immediati nessuno di questi �e tale 
heda esso parta una su

essione di ar
hi 
he porta ad un prede
essore del nodoin questione (o direttamente al nodo stesso) ovvero non si hanno 
i
li e lastruttura �e un albero. Con le notazioni introdotte si ha:1. T � X,2. X n T �e l'insieme dei nodi non terminali o nodi interni o nodi di de-
isione ognuno dei quali �e asso
iato ad un gio
atore 
ui to

a muoverein quel nodo oltre ad essere asso
iato ad un insieme di informazioneH(x) � X n T .Il gio
atore 
he gio
a in un 
erto nodo pu�o non saperlo distinguere da unaltro dello stesso insieme informativo.Nota 1.5 Si hanno le due possibilit�a seguenti:1. H(x) = fxg ovvero l'insieme informativo �e un singoletto,2. H(x) = fx; y; w; zg ovvero l'insieme informativo 
ontiene pi�u nodi,ovvero �e un sottoinsieme di X n T .Se 
on A indi
o l'insieme delle azioni permesse durante il gio
o e 
on C (x)indi
o le azioni possibili nel nodo di de
isione x per il gio
atore i 
ui �e asso-
iato il nodo, si ha A � C (x). Se x e x0 sono due nodi dello stesso insiemedi informazione H(x) si ha C (x) = C (x0) ovvero le azioni possibili nei due
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oin
idere altrimenti questi sarebbero distinguibili e, pertanto,non apparterrebbero allo stesso insieme di informazione. Lo stesso vale peri gio
atori per 
ui il gio
atore 
ui to

a muovere in x (i(x)) deve 
oin
idere
on quello 
ui to

a muovere in x0 (i(x0)).Se il nodo x0 �e un su

essore immediato di x allora esiste a 2 C (x) 
he fa pas-sare il gio
o da x in x0. Dato un gio
o in forma estesa �E e dato un qualunquegio
atore i si possono individuare tutti gli insiemi di informazione asso
iati aquel gio
atore in modo da de�nire l'insieme Hi degli insiemi di informazionedel gio
atore i e tale 
aratterizzazione pu�o avvenire sia in funzione dei nomidei nodi sia, per quanto detto, dei nomi delle azioni 
he eti
hettano gli ar
hius
enti da tali nodi. In base a tale 
onvenzione 
onsiderando la �gura 4 siha:
H1 = fA;B;Cg (3)

H2 = ffD;Eg; fF;G;Hgg (4)Oltre ai nodi di de
isione si hanno i nodi terminali in T 
he non hanno di-s
endenti e sui quali sono de�nite le preferenze dei gio
atori 
he, �no a questopunto e in modo un po' impre
iso, sono state asso
iate a valori numeri
i dettiutilit�a. Si ha il problema di 
ome rappresentare le preferenze. Dato ungio
atore 
on un insieme di alternative Z , su di esse �e de�nita una relazionedi preferenza � tale 
he se x e y 2 Z allora x � y signi�
a 
he x �e nonpeggiore di y. La relazione � �e una relazione primitiva 
he si appli
a allealternative ovvero � 2 Z �Z e quindi (x; y) 2 Z �Z sse x � y (e si di
e
he x �e preferito debolmente a y).De�nizione 1.5 Si ri
hiede 
he la relazione � sia:1. 
ompleta: 8 x; y 2 Z si ha x � y oppure y � x ovvero ogni 
oppiadi alternative �e ordinata dalla relazione di preferenza debole. Se lerelazioni suddette sono entrambe valide si ha 
he x e y sono indi�erenti;2. transitiva: 8 x; y; z 2 Z se si ha x � y e y � z ) x � z.La relazione di indi�erenza �e indi
ata an
he 
ome �. La ri
essivit�a �ein
lusa nella 
ompletezza e nella de�nizione di preferenza debole.De�nizione 1.6 (Funzione utilit�a) Ci si 
hiede se esiste una funzione:u : Z �! R (5)detta funzione utilit�a 
he 
i permetta di rappresentare la relazione dipreferenza � ovvero 
he sia tale da 
onsentir
i di de�nire la seguenteequivalenza: x � y () u(x) � u(y) (6)
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aratteristi
he dell'in-sieme Z (se tale insieme �e di 
ardinalit�a �nita allora la funzione u() esistesempre, quali 
he siano le preferenze).Nota 1.6 (Funzione utilit�a per insiemi �niti) Si ha un pro
edimento
ostruttivo per ri
avare la funzione utilit�a asso
iata ad un insieme Z �nito.Sia Z = fz1; : : : ; zng. Si prendono due elementi a 
aso, ad esempio i primidue z1 e z2. Per la 
ompletezza se z1 � z2 allora si pone x = z1 altrimentix = z2 ovvero a x si asso
ia il miglior elemento di Z fra quelli esaminati.Si 
onsiderano poi gli elementi zi i > 2 e si hanno due 
asi:1. x � zi non si fa nulla,2. zi � x allora x = zi.Si prosegue �no ad i = n in modo da selezionare il miglior elemento di Z ,sia zk. A questo punto si esegue il seguente riassegnamento:1. Z = Z n zk,2. u(zk) = n.Si ripete il pro
edimento ri
avando il nuovo miglior valore (sia zj, j 6= k) esi ha, di nuovo:1. Z = Z n zj,2. u(zj) = n� 1,il tutto �no a 
he in Z si ha un solo valore, l'ultimo, sia z1, in modo daavere:1. Z = ;,2. u(z1) = 1.In questo modo si �e de�nita la funzione u() 
he 
i permette di rappresentarele preferenze.Nota 1.7 (Funzione utilit�a per insiemi in�niti) Nel 
aso di insiemiin�niti (ad esempio nel 
aso dell'ortante positivo R2+) la funzione utilit�a esistese la relazione di preferenza � gode delle seguenti propriet�a:1. �e 
ompleta,2. �e transitiva,
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ontinua.De�nito l'upper 
ontour set U(x) = fy 2 Z : y � zg si ha 
he la� �e 
ontinua se tale insieme �e 
hiuso. Se non vale la 
ontinuit�a della� non si pu�o de�nire la funzione utilit�a.In 
i�o 
he segue 
onsidereremo sempre:1. un numero �nito n di gio
atori,2. un insieme �nito A di azioni,3. un insieme �nito X di nodi e per
i�o un insieme �nito di nodi terminaliT ovvero un numero �nito di alternative o esiti del gio
o.

Figura 5: Esempio di dominanza (dettagli nel testo)Per ogni gio
atore i si ha una relazione di preferenza x �i y 
ui 
orrispondeuna funzione utilit�a ui() tale 
he se x �i y allora ui(x) � ui(y), dal momento
he si vuole massimizzare l'utilit�a. In questo modo (vedi la �gura 5) ai noditerminali si aggiungono dei valori numeri
i 
he rappresentano le utilit�a deisingoli gio
atori (indi
ate 
on u1() e u2() per 1 e 2 rispettivamente). In
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e a dire se, per un gio
atore, un esito �e migliore di unaltro in quanto ha una utilit�a superiore. In �gura 5 per 2 l'esito 
on utilit�a6 �e preferibile a quello 
on utilit�a 5 mentre per 1 vale il vi
eversa, per
h�e 3> 2.1.4 Le strategieDato uno dei gio
atori i si de�nis
e una strategia per i un piano d'azione
ompleto 
he, in ogni situazione, ovvero per ogni insieme di informazione, in
ui si pu�o trovare il gio
atore i indi
a una mossa da s
egliere in tale situazione.Con riferimento alla �gura 4 si ha 
he:1. le strategie di 1 sono fA;B;Cg,2. le strategie di 2 si possono ri
avare 
onsiderando 
he nel gio
o di �gura 4il gio
atore 2 pu�o, almeno in parte, modi�
are il suo 
omportamento infunzione di quello di 1. Da queste premesse si ha 
he 2 deve piani�
are
ome muovere nei 
asi possibili per 
ui:(a) se 1 gio
a A 2 pu�o gio
are D o E,(b) se 1 gio
a B o C 2 pu�o gio
are F o G o H,per 
ui le strategie possibili per 2 sono le seguenti:fDG;DF;DH;EF;EG;EHg (7)ovvero sono date dal prodotto 
artesiano degli insiemi di informazioneper il gio
atore 2, des
ritti in base alle eti
hette degli ar
hi us
enti:fD;Eg � fF;G;Hg (8)Nel 
aso della �gura 6 il gio
atore 1 ha gli insiemi di informazione fA;Bg efE; Fg mentre il gio
atore 2 ha un solo insieme di informazione e 
io�e fC;Dgper 
ui, seguendo la regola del prodotto 
artesiano, si ha 
he:1. le strategie di 1 sono date dal prodotto 
artesiano fA;Bg � fE; Fgovvero fAE;AF;BE;BFg;2. le strategie di 2 sono fC;Dg.De�nizione 1.7 Una strategia per un gio
atore i �e una funzione:si : Hi �! A (9)ovvero �e una funzione 
he mappa insiemi di informazione su azioni tale 
hesi(hi) 2 C (hi) 8 hi 2 Hi.
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Figura 6: Strategie (dettagli nel testo)Nota 1.8 hi �e un insieme di informazione o insieme informativo assegnatoal gio
atore i mentre C (hi) sono le azioni 
he il gio
atore i pu�o s
egliere neinodi di tale insieme informativo. Si noti 
he Hi �e un insieme di insiemi ei suoi elementi sono gli hi, 
ias
uno dei quali pu�o 
ontenere pi�u di un nodo.Se si hanno due nodi x e x0 in hi da entrambi si deve us
ire 
on le stessemosse per 
ui deve essere C (x) = C (x0).Si introdu
e a questo punto una 
orrispondenza fra due insiemi X e 2Yf : X �! 2Y (10)tale 
he 8 x 2 X 9 W 2 2Y tale 
he f(x) =W .1.5 Rappresentazione in forma normale o strategi
aDato un pro�lo di strategie s = (s1; : : : ; sn) (ovvero una n�upla di stra-tegie si se n sono i gio
atori) si ha una strategia per ogni gio
atore i 2[1; : : : ; n℄. In questo modo si sa 
ome ogni gio
atore gio
a in ogni nodo dellarappresentazione del gio
o 
os�� 
he s determini in modo univo
o un nodoesito, ovvero uno dei nodi terminali. Data una n�upla di strategie ad essa�e asso
iato in modo univo
o un esito 
ui sono asso
iate le utilit�a ui(s) deisingoli gio
atori: ui(s) �e l'utilit�a del gio
atore i dato l'esito indotto dallastrategia s.Oltre ai pro�li di strategie s si de�nis
ono gli insiemi di strategie S = �ni=1 Si,dove n �e il numero dei gio
atori e Si �e l'insieme delle strategie del gio
atorei. In questo 
aso si de�nis
e la funzione:ui : S �! R (11)
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he se s = (si i = 1; : : : ; n) 2 S allora si 2 Si. Con riferimento alla�gura 6 si ha:1. S1 = fAE;AF;BE;BFg e, in modo non proprio rigoroso (dato 
he lanotazione introdotta non prevede il doppio pedi
e) ma intuitivamentesigni�
ativo:(a) s11 = AE(b) s12 = AF(
) s13 = BE(d) s14 = BF2. S2 = fC;Dge, quindi: S = S1 � S2 (12)De�nizione 1.8 (Rappresentazione in forma normale) Un gio
o sidi
e rappresentato in forma normale e lo si denota 
ome �N = fSi; uigni=1se lo si des
rive mediante:1. le strategie Si,2. le utilit�a ui,di tutti i gio
atori 
io�e per i = 1; : : : ; n.Una volta s
elta una strategia la si deve soltanto appli
are, s
egliendo lemosse 
he la 
ompongono in modo 
oerente, �no ad arrivare ad una dellefoglie del grafo rappresentativo del gio
o. A 
ias
una foglia �e asso
iato unesito per tutti i gio
atori 
he parte
ipano al gio
o. Gli esiti sono rappresentati
ome un vettore di payo� per 
ui esiste una relazione fra strategie e payo�.Il punto 
hiave �e 
he i gio
atori s
elgono in modo simultaneo le strategieprima 
he il gio
o inizi limitandosi poi ad appli
arle nel 
orso del gio
o.Nota 1.9 (Equivalenza delle rappresentazioni) Un problema aperto �equello di stabilire, in generale, se la rappresentazione in forma estesa �E equella in forma normale o strategi
a �N di un gio
o sono equivalenti o nodal punto di vista del 
ontenuto informativo.�E 
hiaro 
he �N 
ontiene meno informazioni di �E per
h�e:1. esistono gio
hi 
he hanno forma estesa diversa ma identi
a formanormale (a meno di un 
ambio di eti
hette),
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Figura 7: An
ora sulle strategie (dettagli nel testo)2. se due gio
hi hanno forma normale diversa lo stesso vale per la formaestesa ma non vale il vi
eversa.Un esempio �e illustrato in �gura 7 in 
ui zi 2 R2 . Nella parte superiore ditale �gura si ha un gio
o in forma estesa la 
ui forma normale viene ri
avata
onsiderando 
he: S1 = fA;Bg (13)S2 = fE; Fg � fC;Dg = fEC;ED; FC; FDg (14)S = S1 � S2 (15)Si ha la 
orrispondente forma normale del gio
o, illustrata in �gura 8, in 
ui
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Figura 8: Forma normale o strategi
a (dettagli nel testo)se 1 gio
a A 2 pu�o adottare o la strategia EC o la strategia EF 
on esito z1o una delle strategie FC, FD 
on esito z2. Considerazioni analoghe valgonose 1 gio
a B. Se si 
onsidera il gio
o in forma estesa illustrato nella parteinferiore della �gura 7, in 
ui a muovere per primo �e il gio
atore 2, si ha 
hele strategie sono le seguenti:S2 = fEC;ED; FC; FDg (16)S1 = fA;Bg (17)e la forma normale del gio
o �e di nuovo quella illustrata in �gura 8 sebbene idue gio
hi siano fra loro diversi: il se
ondo gio
o �e infatti a mosse simultanee(dal momento 
he 1 non modi�
a la propria strategia in funzione della stra-tegia adottata da 2) mentre il primo �e a mosse su

essive dal momento 
he lemosse di 2 dipendono dalla mossa pre
edente di 1. Nel se
ondo gio
o �e 
omese i nodi di de
isione di 1 appartenessero ad uno stesso insieme informativo.L'analisi della sola �N non 
onsente di distinguere fra i due gio
hi.Esempio 1.4 (Asta in busta 
hiusa) Nel 
aso di un'asta in busta
hiusa si hanno n gio
atori 
ias
uno dei quali �e 
aratterizato da una va-lutazione vi del bene messo all'asta. Ogni gio
atore i fa una o�erta e la
onsegna, senza 
he sia nota agli altri parte
ipanti, al venditore. Chi o�re dipi�u ottiene il bene messo all'asta e paga la somma 
he ha o�erto. Per ognigio
atore i si ha un insieme di informazione Si = (0;+1) 
he 
oin
ide 
onl'insieme delle possibili o�erte del gio
atore i mentre per la funzione utilit�asi ha: ui(s) = � vi � si se si > sj 8 j 6= i0 se si < sj per qual
he j 6= i
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ludendo ipotesi di parit�a di o�erte, nel primo 
aso i o�re pi�u di tutti evin
e l'asta mentre nel se
ondo 
aso qual
uno o�re pi�u di i 
he non vin
e manon deve pagare: nel primo 
aso, infatti, l'utilit�a di i �e data dalla di�erenzafra la valutazione del bene e l'o�erta fatta mentre nel se
ondo �e pari a 0. Inogni 
aso non ha senso 
he i o�ra pi�u della propria valutazione dal momento
he 
os�� fa
endo, in 
aso di vin
ita, ottiene una utilit�a negativa (ovvero hauna perdita). In 
aso di pi�u o�erte identi
he si pu�o risolvere la situazione diparit�a ri
orrendo ad una lotteria equa (sorteggio 
on eventi equiprobabili innumero pari al numero di o�erenti in 
ondizioni di parit�a). Per des
riverel'asta 
ome un gio
o in forma normale o estesa si devono fare delle sempli-�
azioni. Ad esempio si suppone di avere 2 o�erenti 
ias
uno dei quali pu�ofare le stesse 3 o�erte e si suppone 
he il gio
o sia a mosse simultanee.Torneremo ripetutamente sulle aste nelle prossime lezioni.Nel 
aso di gio
hi a mosse simultanee si ha 
he i gio
atori s
elgono allostesso tempo ed hanno tutti una mossa a disposizione. In questo 
aso si pu�ousare la forma normale per des
rivere il gio
o, senza perdita di informazione:ogni gio
atore �ssa a priori la propria strategia e poi si limita ad eseguirla.Vediamo un esempio 
on riferimento alla �gura 9 
he illustra un gio
o a mosse

Figura 9: Esempio di gio
o a mosse simultanee (dettagli nel testo)simultanee des
ritto sia in forma normale sia in forma estesa: nella formaestesa i nodi in 
ui to

a al gio
atore 2 muovere appartengono ad un uni
oinsieme informativo. Da entrambe le forme �e fa
ile vedere 
ome le strategie
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atori siano le seguenti:S1 = fA;B;Cg (18)S2 = fD;E; Fg (19)Da un esame della rappresentazione in forma normale si vede immediatamen-te, 
onfrontando i valori dei payo� dei due gio
atori nelle varie situazioni,
he:1. l'azione migliore per 1 �e A quale 
he sia la mossa di 2,2. l'azione migliore per 2 �e E quale 
he sia la mossa di 1.In questo modo entrambi i gio
atori possono risolvere il gio
o senza prenderein 
onsiderazione la strategia dell'altro per
h�e 
ias
uno dei due ha una mossamigliore delle altre qualunque 
osa fa

ia l'altro gio
atore.Si noti 
he, dato 
he il gio
o �e a mosse simultanee, nessuno dei due gio
atoripu�o modi�
are la propria strategia in funzione delle mosse dell'altro. Tale
aratteristi
a risulta evidente se si nota 
he, in tutti i suoi nodi de
isionali,il gio
atore 2 ha le stesse mosse possibili.Dall'esempio segue la seguente de�nizione di strategia dominante.De�nizione 1.9 (Strategia dominante) Dato un gio
atore i le 
ui strate-gie 
ostituis
ono l'insieme Si si di
e 
he una strategia si domina strettamenteun'altra strategia s0i se, a parit�a di strategia degli altri gio
atori (indi
ata 
omes�i), si ha (ui �e la funzione utilit�a del gio
atore i):ui(si; s�i) > ui(s0i; s�i) (20)e 
i�o per ogni s�i 2 S�i ovvero per ogni possibile strategia degli altri gio
atori.Si noti 
he si ha: s�i = s n si = fs1; : : : ; si�1; si+1; : : : ; sng (21)In base alla de�nizione di stretta dominanza, le strategie s0i possono esserevirtualmente eliminate dalla tabella della rappresentazione in forma normaleper
h�e strettamente dominate e, pertanto, non utilizzate dal gio
atore i 
hesi suppone agis
a in modo razionale.



262 Se
onda Lezione2.1 Dominanza stretta e deboleSe 
on si si indi
a una strategia del gio
atore i e 
on Si si indi
a l'insiemedelle sue strategie si pu�o dare la seguente de�nizione.De�nizione 2.1 (Dominanza stretta) La strategia si 2 Si dominastrettamente una strategia s0i 2 Si sse vale la seguente relazione:ui(si; s�i) > ui(s0i; s�i) (22)ovvero sse si �e la migliore strategia per i a parit�a delle strategie degli altrigio
atori ovvero per ogni s�i 2 S�i.Se per uno dei gio
atori esiste una strategia strettamente dominante si di
e
he il gio
o �e risolvibile per dominanza stretta.

Figura 10: Esempio di gio
o a mosse simultanee (dettagli nel testo)



2.1 Dominanza stretta e debole 27Nota 2.1 Se la strategia si domina strettamente la strategia s0i si di
e 
he las0i �e dominata strettamente dalla si .Nel 
aso della �gura 10 sotto le seguenti ipotesi:1. i soggetti sono razionali,2. i soggetti hanno una piena 
onos
enza del gio
o e delle sue regole,si ha 
he:1. per il gio
atore 1 la strategia C �e dominata strettamente dalla strategiaA quindi 2 pu�o pensare 
he 1 non la gio
hi mai per 
ui pu�o pensare diavere a 
he fare 
on un gio
o ridotto in 
ui 1 ha a disposizione solole strategie A e B;2. nel gio
o ridotto 2 ha a sua volta una strategia E strettamente domi-nata dalla strategia F per 
ui an
he 1 a�ronta un gio
o ridotto in 
ui2 ha a disposizione solo D ed F ;3. si ha un gio
o ulteriormente ridotto nel quale, per il gio
atore 1, Bdomina strettamente A in modo 
he 1, in prati
a, abbia a sua disposi-zione solo la strategia B in un gio
o ulteriormente ridotto nel quale 2ha 
he D domina strettamente F .Attraverso riduzioni su

essive del gio
o di partenza per stretta dominan-za iterata si arriva ad un gio
o 
on una sola strategia per 
ias
un gio
atore(B per 1 e D per 2) in modo 
he si possa individuare un equilibrio del gio
o:in questo 
aso mediante 
an
ellazioni iterate si arriva ad una sola 
oppiadi strategie.Il metodo 
he abbiamo appena esaminato �e pi�u generale di quello della do-minanza stretta pura, senza iterazioni, dal momento 
he la 
an
ellazione distrategie permette di individuare strategie 
he ne dominano strettamente al-tre dopo la 
an
ellazione ma non prima. I gio
hi ai quali si pu�o appli
are la
an
ellazione iterata sono in numero maggiore di quelli a 
ui si pu�o appli
arela dominanza stretta: nel 
aso della dominanza stretta si ipotizza un tipo dirazionalit�a dei gio
atori pi�u debole di quella 
he si ipotizza per appli
are la
an
ellazione iterata.De�nizione 2.2 (Dominanza debole) La strategia si 2 Si dominadebolmente una strategia s0i 2 Si sse:ui(si; s�i) � ui(s0i; s�i) (23)



2.1 Dominanza stretta e debole 288 s�i 2 S�ie vale: ui(si; s�i) > ui(s0i; s�i) (24)per almeno una 
oppia si; s0i (altrimenti le due strategie sono indi�erenti).Nota 2.2 La dominanza stretta impli
a la dominanza debole ma non vale ilvi
eversa.

Figura 11: Esempio di dominanza debole (dettagli nel testo)Esempio 2.1 Nel gio
o di �gura 11 si ha:1. per il gio
atore 2 non si ha dominanza n�e stretta n�e debole,2. per il gio
atore 1 si ha 
he la strategia C domina debolmente entrambele strategie A e B.Se ad un gio
o si appli
a la 
an
ellazione ripetuta per dominanza strettal'ordine in 
ui si eseguono le 
an
ellazioni �e inin
uente ai �ni dell'esito delgio
o mentre se ad un gio
o si appli
a la 
an
ellazione ripetuta per dominanzadebole l'ordine in 
ui si eseguono le 
an
ellazioni in
uenza l'esito del gio
oper 
ui la 
an
ellazione non �e robusta. Nel 
aso del gio
o di �gura 11, adesempio,1. se l'ordine delle 
an
ellazioni per dominanza debole �e B, E, A si ha
he l'esito del gio
o �e (C;D),2. se l'ordine delle 
an
ellazioni per dominanza debole �e A, D, B si ha
he l'esito del gio
o �e (C;E)



2.2 Equilibrio di Nash 29I due esiti sono diversi e dipendono dall'ordine in 
ui si eseguono le
an
ellazioni di strategie per dominanza debole.Nota 2.3 Esistono gio
hi in 
ui non si ha n�e dominanza stretta n�edominanza debole.2.2 Equilibrio di NashSi introdu
e ora un tipo di equilibrio 
he pres
inde da 
ondizioni di domi-nanza e, pertanto, �e di appli
abilit�a pi�u generale degli equilibri visti �nora.Si noti, infatti, 
he il �ne dei pro
edimenti di 
an
ellazione visti �e quellodi arrivare alla determinazione di strategie di equilibrio dei gio
hi ovvero distrategie 
he nessuno dei gio
atori ha interesse a/pu�o variare unilateralmenteovvero in modo indipendente dagli altri.De�nizione 2.3 (Equilibrio di Nash) Un un pro�lo di strategies = (si; s�i) 2 S �e un equilibrio di Nash sse vale la seguente relazione:ui(si; s�i) � ui(s0i; s�i) (25)8 s0i 2 Si e per ogni gio
atore i. In tal 
aso si suppone 
he s�i 2 S�i sia�ssato.Ognuno dei gio
atori i ha la propria funzione utilit�a ui e il 
omportamentodegli altri gio
atori, f1; : : : ; ngnfig, s�i �e �ssato ovvero ogni gio
atore valutala propria strategia dando per �ssate le strategie degli altri gio
atori.Nel 
aso di un equilibrio di Nash si pensa 
he esista un modo ovvio digio
are un gio
o in 
ui ogni gio
atore ries
e a predire le strategie degli altri:�e 
ome se i gio
atori si a

ordassero sulle strategie da seguire prima di iniziareil gio
o per poi gio
are utilizzandole al meglio. La �gura 12 illustra un gio
oin forma normale 
on due gio
atori il primo dei quali ha tre strategie mentreil se
ondo ne ha due. Si vogliono tutti gli equilibri di Nash di tale gio
o.In genere, per sempli
it�a, si 
onsidera il gio
atore 
on il minor numero distrategie.Si ha:1. se 1 pensa 
he 2 gio
hi D la miglior mossa per 1 �e la C 
ui 
orrispondeper 1 il valore pi�u alto della funzione utilit�a (6), superiore agli altrivalori della stessa 
olonna,2. se 2 pensa 
he 1 gio
hi C la miglior mossa per 2 �e la D 
ui 
orrispondeper 2 il valore pi�u alto della funzione utilit�a (2) superiore all'altro valoredella stessa riga 
io�e 1.
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Figura 12: Esempio di equilibrio di Nash (dettagli nel testo)(C;D) �e, quindi, un equilibrio di Nash per il gio
o in questione. Per vederese tale equilibrio �e l'uni
o si pu�o proseguire l'esame del gio
o. Sintetizzandoil ragionamento, si vede fa
ilmente 
he se 2 gio
a E la miglior risposta per1 �e B ma se 1 gio
a B la miglior risposta per 2 �e D per 
ui non si ha unequilibrio di Nash in questo 
aso e l'equilibrio trovato �e l'uni
o.

Figura 13: Esempio di equilibrio di Nash (dettagli nel testo)Se la situazione �e quella della �gura 13 si ha 
he se 2 gio
a E la migliorrisposta per 1 �e B ma se 1 gio
a B la miglior risposta per 2 �e D per 
ui inquesto 
aso non si ha un equilibrio di Nash. Se 2 gio
a D, 1 �e indi�erentefra B e C. Se 
onsidero 1 ho:1. se 1 gio
a B la miglior mossa per 2 �e D,



2.2 Equilibrio di Nash 312. se 1 gio
a C la miglior mossa per 2 �e Dper 
ui (C;D) e (B;D) sono equilibri di Nash per il gio
o.

Figura 14: An
ora sugli equilibri di Nash (dettagli nel testo)Nel 
aso del gio
o di �gura 14, di nuovo utilizzando un ragionamentoabbreviato, si ha:1. se 2 gio
aD la miglior risposta per 1 �e la C e se 1 gio
a C 2 �e indi�erentefra D ed E ma se rispondesse 
on E, 1 gio
herebbe B per 
ui, per
h�esi abbia equilibrio, 2 deve rispondere 
on D in modo 
he (C;D) sia unequilibrio di Nash;2. se 2 gio
a E la miglior risposta per 1 �e la B ma se 1 gio
a B la migliorrisposta per 2 �e la D per 
ui in questo 
aso non si ha un equilibrio diNash.Nota 2.4 Si noti 
he nel 
aso di gio
hi a mosse simultanee ogni gio
ato-re piani�
a la propria strategia ipotizzando 
he gli altri perseguano la propriamigliore strategia mentre nei gio
hi a mosse su

essive ogni gio
atorebasa la propria strategia sulle strategie e�ettive degli altri, strategie �ssataa priori per 
ui non 
'�e una sostanziale di�erenza fra le due tipologie digio
hi.Un esempio leggermente pi�u 
omplesso �e quello illustrato in �gura 15 in 
uiviene presentato un gio
o a due gio
atori in 
ui entrambi hanno a disposizionetre strategie. Si ha:1. se 2 gio
a D la miglior risposta per 1 �e B e se 1 gio
a B la migliorrisposta per 2 �e D per 
ui (B;D) �e un equilibrio di Nash,
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Figura 15: An
ora sugli equilibri di Nash (dettagli nel testo)2. se 2 gio
a E la miglior risposta per 1 �e A ma se 1 gio
a A la migliorrisposta per 2 �e F per 
ui in questo 
aso non si ha un equilibrio diNash,3. se 2 gio
a F la miglior risposta per 1 �e B ma se 1 gio
a B la migliorrisposta per 2 �e D per 
ui in questo 
aso non si ha un equilibrio diNash.In questo 
aso si ha un solo equilibrio di Nash.Nota 2.5 Dato un gio
o rappresentato in forma normale per il quale si trovaun equilibrio di Nash la sua uni
it�a non �e garantita da nessun risultato teori
oma deve essere veri�
ata analizzando il gio
o nella sua interezza, 
ome �e statofatto nei singoli esempi.2.3 Gio
hi paradigmati
iSi analizzano ora al
uni gio
hi rappresentativi di situazioni di tipo gene-rale e, per
i�o, detti paradigmati
i. Il primo di questi �e rappresentato nella�gura 16 (a) ed �e detto Battaglia dei sessi. In questo gio
o i gio
atori sonomarito (1) e moglie (2) le 
ui strategie sono andare allo stadio (S) oppure al
inema (C). L'ottimo �e per i due andare in uno dei due posti insieme, 
ome sidedu
e fa
ilmente da un esame delle utilit�a, ma il gio
o �e a mosse simultaneee, non presentando dominanze di nessun genere, va esaminato alla ri
er
a diequilibri di Nash.Si ha:1. se 1 gio
a S la miglior risposta per 2 �e S e se 2 gio
a S la migliorrisposta per 1 �e S per 
ui (S; S) �e un equilibrio di Nash,
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Figura 16: Gio
hi paradigmati
i (dettagli nel testo)2. se 1 gio
a C la miglior risposta per 2 �e C e se 2 gio
a C la migliorrisposta per 1 �e C per 
ui (C;C) �e un altro equilibrio di Nash.Il problema 
on questo gio
o (e 
on altri dello stesso tipo) �e 
he le mossesono simultanee per 
ui pu�o a

adere 
he, in prati
a, 1 gio
hi S e 2 gio
hi Csebbene (S;C) non sia un equilibrio di Nash. Il gio
o della Battaglia deisessi �e un gio
o simmetri
o 
on equilibri simmetri
i in 
ui i gio
atori hannointeressi 
on
ittuali.La �gura 16 (b) presenta un gio
o in 
ui i due gio
atori hanno interessi 
omunie per il quale �e fa
ile veri�
are, 
on strumenti ormai noti, 
he si hanno dueequilibri di Nash:1. (A;A),2. (B;B),sebbene il se
ondo dei due non siaPareto ottimo dal momento 
he entrambii gio
atori possono migliorare passando al primo.La �gura 16 (
), in�ne, presenta un gio
o privo di equilibri di Nash (almenoin strategie pure, vedi oltre per 
hiarimenti). In tale gio
o (detto del parie dispari) si hanno due gio
atori 
he s
elgono simultaneamente due numeriinteri: se la somma �e pari vin
e 1 se �e dispari vin
e 2. In questo 
aso non siha nessun equilibrio di Nash dato 
he:1. se 2 gio
a P la miglior risposta per 1 �e P ma se 1 gio
a P la migliorrisposta per 2 �e D,2. se 2 gio
a D la miglior risposta per 1 �e D ma se 1 gio
a D la migliorrisposta per 2 �e P .



2.4 Strategie miste 342.4 Strategie misteI gio
hi visti �no ad ora (nelle due rappresentazioni sia in forma normaleo strategi
a �N sia in forma estesa �E) sono stati 
aratterizzati dal fatto 
hei gio
atori adottano le strategie a loro disposizione in modo deterministi
o(pertanto tali strategie sono dette strategie pure). Per tali gio
hi si hannole seguenti possibilit�a:1. non esiste nessun equilibrio di Nash in strategie pure,2. esiste un solo equilibrio di Nash in strategie pure,3. si ha pi�u di un equilibrio di Nash in strategie pure.Nel 
aso di strategie miste si ha 
he un equilibrio di Nash esiste semprean
he se non si ha nessuna 
ertezza della sua uni
it�a.Se 
on �i si indi
a una strategia mista del gio
atore i, �i individua una distri-buzione di probabilit�a sulle strategie pure Si (ovvero sulle strategie s
elte 
onprobabilit�a pari a 0, se non le si adotta, o 1 se le si adotta). Ad esempio nelgio
o della �gura 16 (
) si p�o avere 
he 1 gio
a P 
on probabilit�a 0:3 e D 
onprobabilit�a 0:7 (la 
ui somma deve valere 1, la probabilit�a dell'evento 
erto).Nel 
aso delle strategie miste si hanno distribuzioni di probabilit�a sullesingole strategie pure in modo da de�nire �i 2 �(Si) dove �(Si) rappresentail simplesso di Si ovvero l'insieme di tutte distribuzioni di probabilit�a sullestrategie pure di i ovvero su Si.De�nizione 2.4 (Simplesso)�(Si) = f�i 2 R#Si : �i(si) � 0 ^ Xsi2Si �i(si) = 1g (26)in 
ui #Si �e la 
ardinalit�a di Si e �i(si) rappresenta la probabilit�a 
he lastrategia mista assegna alla strategia pura si.Si ha una rappresentazione dei gio
hi 
on strategie miste �EN = f�(Si)gni=1se i gio
atori sono n e s
elgono strategie miste inve
e di strategie pure. Inquesto 
aso un pro�lo di strategie miste �e del tipo:� = (�1; : : : ; �n) (27)
on: � 2 �ni=1�(Si) � �(S) (28)Nota 2.6 L'ipotesi di base �e 
he i gio
atori s
elgano le strategie miste inmodo indipendente l'uno dagli altri.
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Figura 17: Strategie miste (dettagli nel testo)Dato un pro�lo di strategie miste si devono determinare le utilit�a dei singoligio
atori nella forma di utilit�a attese. Per de�nire il 
on
etto di utilit�aattesa si ri
orre ad un esempio. Il gio
o (a somma nulla) di �gura 16 (
),riprodotto in �gura 17, in 
ui 
ompaiono sia un assegnamento di probabilit�aalle singole strategie (a sinistra) sia le probabilit�a 
ongiunte, 
al
olate sfrut-tando l'indipendenza delle strategie (a destra), �e un primo esempio di gio
o
on strategie miste. In tale gio
o si ha 
he:1. il gio
atore 1 ottiene un payo� (o utilit�a) pari a 1 
on una probabilit�adata dalla somma delle probabilit�a degli eventi P; P eD;D ovvero (vedila �gura 17) 0:12 + 0:32 = 0:44,2. il gio
atore 1 ottiene un payo� (o utilit�a) pari a �1 
on una probabilit�adata dalla somma delle probabilit�a degli eventi P;D eD;P ovvero (vedila �gura 17) 0:08 + 0:48 = 0:56.Per il gio
atore 2 si hanno risultati simili ovvero:1. il gio
atore 2 ottiene un payo� (o utilit�a) pari a �1 
on una probabilit�adata dalla somma delle probabilit�a degli eventi P; P eD;D ovvero (vedila �gura 17) 0:12 + 0:32 = 0:44,2. il gio
atore 2 ottiene un payo� (o utilit�a) pari a 1 
on una probabilit�adata dalla somma delle probabilit�a degli eventi P;D eD;P ovvero (vedila �gura 17) 0:08 + 0:48 = 0:56.Sempre 
on riferimento alla �gura 17 si ha 
he:



2.5 Cenni alle lotterie 361. l'utilit�a attesa di 1 se gio
a P �e pari a 0:6� 0:4 = 0:2,2. l'utilit�a attesa di 1 se gio
a D �e pari a �0:6 + 0:4 = �0:2mentre:1. l'utilit�a attesa di 2 se gio
a P �e pari a �0:2 + 0:8 = 0:6,2. l'utilit�a attesa di 2 se gio
a D �e pari a 0:2� 0:8 = �0:62.5 Cenni alle lotteriePer approfondire il 
on
etto di strategia mista si introdu
ono i 
on
etti dilotteria e di relazione di preferenza sulle lotterie in modo da 
onsentire las
elta fra lotterie diverse. Il punto di partenza �e la de�nizione di un insieme�nito di esiti possibili z = fz1; : : : ; zng. Ad ognuno degli esiti zi si asso
ianodelle probabilit�a in modo da de�nire un insieme di lotterie, ovvero un insiemedi distribuzioni di probabilit�a:
L = f(p1; : : : ; pn) 2 Rn+ : Xi pi = 1g (29)Una lotteria L 2 L �e una parti
olare distribuzione di probabilit�a ovvero:L = (p1; : : : ; pn) 2 Rn+ : Xi pi = 1 (30)dove le probabilit�a pi sono assegnate agli esiti zi.Date due lotterie L e L0 si vuole uno strumento 
he 
i permetta di dire quale�e la migliore. Tale strumento �e una relazione di preferenza su L indi
ata
on � e data 
ome primitiva. La relazione � �e una relazione binaria sullelotterie tale 
he:1. se L � L0 si di
e 
he L �e almeno buona quanto L0,2. se L � L0 e L0 � L si di
e 
he L � L0 ovvero 
he L e L0 sono indi�erenti,3. se L � L0 ma L0 � L si di
e 
he L � L0 ovvero 
he L �e strettamentemigliore di L0.Entrambe le relazioni � e � sono transitive, sulla base della de�nizione della� e delle sue propriet�a. La relazione di preferenza � gode, infatti, delleseguenti propriet�a:1. 
ompletezza: date due lotterie qualunque L e L0 2 L si ha L � L0oppure L0 � L,



2.6 Uso delle strategie miste 372. transitivit�a: date tre lotterie qualunque L, L0 e L00 2 L si ha L � L0e L0 � L00 ) L � L00,3. 
ontinuit�a: se L � L0 e L0 � L00 allora esistono � 2 (0; 1) e � 2 (0; 1)tali 
he: �L+ (1� �)L00 � L0 � �L+ (1� �)L00 (31)in 
ui �L+(1��)L00 �e migliore di L0 per 
erti valori di � e �L+(1��)L00 �epeggiore di L0 per 
erti valori di �. Si noti 
he �L+(1��)L00 e �L+(1��)L00sono 
ombinazioni 
onvesse di lotterie e pertanto sono lotterie de�nite infunzione di:1. L = (p1; : : : ; pn),2. L0 = (p01; : : : ; p0n)3. L00 = (p001; : : : ; p00n)La relazione � soddisfa l'assioma di indipendenza ovvero �e tale 
he, datele tre lotterie L, L0 e L00 2 L , si ha:L � L0 () �L+ (1� �)L00 � �L0 + (1� �)L00 (32)8 � 2 (0; 1) e 8 L00 2 L .2.6 Uso delle strategie misteTeorema 2.1 (Teorema di Von Newmann e Morgestern) La relazio-ne di preferenza � sulle lotterie soddisfa le propriet�a di 
ompletezza,transitivit�a e 
ontinuit�a sse esiste una funzione utilit�a sugli esiti:u : z �! R (33)tale 
he: L � L0 , NXh=1 phu(zh) � NXh=1 p0hu(zh) (34)dovePNh=1 phu(zh) �e il valore atteso di u rispetto alle probabilit�a in L mentrePNh=1 p0hu(zh) �e il valore atteso di u rispetto alle probabilit�a in L0.Cenni di dimostrazione.Dato 
he la 
ondizione �e ne
essaria e suÆ
iente la dimostrazione avviene indue parti.



2.6 Uso delle strategie miste 38(=))Si de�nis
e U(L) =Xh phu(zh) (35)in 
ui U si di
e funzione di utilit�a bernoulliana e rappresenta le preferenzedelle relazione � su L mentre u �e la funzione utilit�a in 
ondizioni di 
ertezza.Date le due lotterie L e L0 de�nis
o:1. U(L) =Ph phu(zh)2. U(L0) =Ph p0hu(zh)Nel 
aso delle strategie miste se si deve s
egliere fra lotterie �e ne
essario averedelle preferenze in base alle quali operare la s
elta. Vale an
he il vi
eversa.Al proposito si ha: L � L0 sse U(L) � U(L0) (36)Se 
on �EN si indi
a l'estensione in forma mista del gio
o in forma normalesi ha: �EN = f�(Si); ~uigni=1 (37)dove:1. i gio
atori sono n, indi
iati da i;2. �(Si) sono le strategie miste dei gio
atori;3. ~ui sono le nuove funzioni utilit�a:~ui : �ni=1�(Si) �! R (38)in 
ui 
ome dominio 
ompare il prodotto 
artesiano dei simplessi deisingoli gio
atori ovvero si 
onsidera l'utilit�a attesa di un pro�lo distrategie miste.Si ha, quindi: ~ui(�) =Xs2S P(s j �)ui(s) (39)in 
ui:1. � 2 �(S), 
on � pro�lo di strategie miste;2. s = (s1; : : : ; sn);3. ui(s) �e l'utilit�a del pro�lo di strategie pure s 2 S;



2.6 Uso delle strategie miste 39

Figura 18: Strategie miste (dettagli nel testo)4. la sommatoria �e estesa a tutti i pro�li di strategie pure;5. P(s j �) = Qni=1 �i(si) essendo gli eventi \s
elta di una strategia mista"da parte dei singoli gio
atori fra loro indipendenti ed essendo �i(si) laprobabilit�a 
he il gio
atore i s
elga la strategia pura si.In �gura 18 si ha un esempio di quanto detto. In alto si ha la des
rizionein forma normale di un gio
o 
on due gio
atori in 
ui sono illustrate le lorostrategie e le loro utilit�a per strategie pure. In basso si danno (all'esterno dellatabella, a sinistra e in alto) le probabilit�a delle singole strategie e (nelle varie
aselle) dei loro prodotti, sfruttando il prin
ipio di indipendenza enun
iatoin pre
edenza.Si ha:1. �1(A) = 1=3, �1(B) = 2=3 in modo 
he la somma valga 1;2. �2(C) = 1=5, �2(D) = 1=2 e �2(E) = 3=10 in modo 
he la sommavalga 1.Si vuole ora l'utilit�a attesa del gio
atore 1 
al
olata mediante le seguentirelazioni (la prima delle quali �e identi
a alla (39)):~ui(�) =Xs2S P(s j �)ui(s) (40)



2.6 Uso delle strategie miste 40P(s j �) = nYi=1 �i(si) (41)Per il 
al
olo si usano i valori della tabella in basso della �gura 18 in mododa avere: ~u1(�) = 1151 + 16(�1) + 1106 + 2150 + 133 + 155 (42)in 
ui, nella sommatoria, 
ompaiono i prodotti delle utilit�a del gio
atore 1per le probabilit�a 
ongiunte dei rispettivi eventi per 
ui il primo addendo �edato dal prodotto della utilit�a di 1 (ovvero 1) per la probabilit�a 
he si ri
avadall'apposita tabella di �gura 18; in modo simile si ri
avano gli altri addendi.Per il gio
atore 2, in modo analogo, si ha:~u2(�) = 1152 + 162 + 1103 + 2154 + 130 + 151 (43)Si noti 
he ~u1(�) e ~u2(�) sono le utilit�a attese totali, del gio
o nel suo
omplesso, per i gio
atori 1 e 2.

Figura 19: Uso delle strategie miste (dettagli nel testo)Nota 2.7 (Uso delle strategie miste) Con riferimento al gio
o del pari(P ) e dispari (D) di �gura 19 (a sinistra si ha la des
rizione del gio
o, adestra si hanno le probabilit�a delle singole strategie e le probabilit�a 
omposte)si ha quanto segue:1. il gio
atore 1 s
eglie P e D 
on la stessa probabilit�a P pari a 0:5 per
ui �1(P ) = �1(D) = 0:5;



2.6 Uso delle strategie miste 412. il gio
atore 2 s
eglie P e D 
on la stessa probabilit�a P pari a 0:5 per
ui �2(P ) = �2(D) = 0:5.Volendo 
al
olare l'utilit�a attesa 
he deriva al gio
atore 1 dallo s
egliere Pper ogni possibile strategia di 2 si ha (utilizzando le utilit�a e le probabilit�adelle due tabelle di �gura 19):U1(P; �2) = 12(1) + 12(�1) = 0 (44)Nel 
aso della (44) il gio
atore 1 s
eglie la strategia pura P (
on �1 = (1; 0))mentre il gio
atore 2 s
eglie la strategia mista �2. In modo analogo se ilgio
atore 1 s
eglie la strategia pura D (
on �1 = (0; 1)) mentre il gio
atore 2s
eglie la strategia mista �2 si ha:U1(D; �2) = 12(1) + 12(�1) = 0 (45)Se il gio
atore 2 gio
a la strategia mista �2 (
he prevede 
he lui gio
hi P eD 
on probabilit�a 0:5 
ias
uno) e il gio
atore 1 gio
a una qualunque strategiapura queste sono per lui indi�erenti per
h�e entrambe gli danno una utilit�aattesa nulla.Supponiamo, ora, 
he il gio
atore 1 gio
hi la strategia mista ��1 mentre ilgio
atore 2 gio
a la strategia mista �2. In questo 
aso l'utilit�a attesa delgio
atore 1 risulta essere:U1(��1; �2) = ��1(P )U1(P; �2) + ��1(D)U1(D; �2) (46)Dato 
he le utilit�a attese U1(P; �2) e U1(D; �2) sono nulle per quanto vistoin pre
edenza si ha 
he tale utilit�a �e, a sua volta, nulla.Se il gio
atore 2 gio
a �2 = (12 ; 12), qualunque 
osa il gio
atore 1 gio
hi (ovverosia 
he gio
hi una strategia mista o una strategia pura) l'utilit�a attesa �e nulla.Se il gio
atore 2 gio
a �2 ogni strategia mista per il gio
atore 1 �e ottima per
h�enon esiste una strategia 
he sia strettamente migliore per 
ui �1 = (12 ; 12) �e larisposta migliore a �2 = (12 ; 12) e lo stesso vale per ogni altra strategia mistaper il gio
atore 1. Se il gio
atore 1 gio
a �1, il gio
atore 2 ha una utilit�aattesa nulla, quale 
he sia �2. Lo stesso vale per il gio
atore 2 per 
ui �1 e�2 sono una la risposta ottima all'altra e, quindi, 
ostituis
ono un equilibriodi Nash.De�nizione 2.5 (Equilibrio di Nash in strategie miste) Un pro�lo distrategie: � 2 �ni=1�(Si) (47)



2.6 Uso delle strategie miste 42�e un equilibrio di Nash per un gio
o in forma normale esteso 
on strategiemiste �EN sse: ~u1(�i; ��i) � ~u1(�0i; ��i) (48)8�0i 2 �(Si) 8 i, a parit�a di strategie miste degli altri gio
atori. Nel nostro
aso si ha 0 � 0 e la diseguaglianza �e soddisfatta.Nota 2.8 In un gio
o �nito, per ogni numero di gio
atori, strategie e payo�esiste un equilibrio di Nash (nel seguito per brevit�a indi
ato 
ome NE).Proposizione 2.1 (Proposizione 8D1 da [MCWG95℄) �� �e un NE di�EN sse vale la seguente relazione:~ui(si; ���i) = ~ui(s0i; ���i) (49)8 si e s0i 2 S+i (��i ) dove S+i (��i ) rappresenta il supporto della v.a. ��i ovverol'insieme delle strategie pure per il gio
atore i 
he hanno una probabilit�astrettamente maggiore di 0 di essere s
elte;~ui(si; ���i) � ~ui(s0i; ���i) (50)8 si 2 S+i (��i ) e s0i =2 S+i (��i )Esempio 2.2 Se si ha un gio
o 
on due gio
atori nel quale il primo ha lestrategie pure A, B e C, al
uni esempi di attribuzioni di probabilit�a 
on
onseguente de�nizione del supporto sono i seguenti:1. A = 0:3, B = 0:5 e C = 0:2: il supporto �e formato da A;B;C;2. A = 0, B = 0:6 e C = 0:4: il supporto �e formato da B;C;3. A = 0, B = 0 e C = 1: il supporto �e formato da C. In questo 
aso siparla di strategia pura o mista degenere.Nota 2.9 Per la (49) se ho le strategie pure si e s0i 
he sono nel supportoqueste devono essere indi�erenti ovvero devono dare luogo alla stessa utilit�aattesa altrimenti si privilegia quella 
on utilit�a attesa migliore. Per la (50) sela strategia pura s0i non appartiene al supporto (e per
i�o ha probabilit�a nulladi essere s
elta) la sua utilit�a attesa deve essere minore dell'utilit�a attesadelle strategie pure 
he appartengono al supporto.Nota 2.10 Se devo massimizzare la seguente funzione obiettivo:ax+ by (51)sotto il vin
olo x + y = 1 per 
ui la posso s
rivere 
ome ax + b(1 � x) ho iseguenti 
asi:



2.7 Parentesi matemati
a 431. a > b la soluzione del problema di massimo �e x = 1 y = 0;2. a = b la soluzione del problema di massimo �e di indi�erenza dato 
heho ax + by = a(x+ y) = a a 
ausa del vin
olo fra la x e la y;3. a < b la soluzione del problema di massimo �e x = 0 y = 1.Dimostrazione 2.1 Se s
rivo la ~ui(si; ���i) 
ome:~ui(si; ���i) = Xsi2Si �i(si) ~ui(si; ���i) (52)ho le probabilit�a delle strategie pure (le �i(si)) e i 
oeÆ
ienti (i valori~ui(si; ���i)). Posso massimizzare la (52) dando il peso maggiore alle strategiepure 
on 
oeÆ
iente pi�a alto. Nel 
aso del gio
o del pari e dispari (vedi) unNE �e dato da �1 = �2 = (1=2; 1=2). Se il gio
atore 2 gio
a �2 si ha u1( ��1; �2)= 0. Il gio
atore 1 all'equilibrio gio
a 1=2; 1=2 per
h�e se gio
a una strategiadiversa 2 non �e indi�erente alle s
elte e, in tal 
aso, non deve gio
are, a suavolta, la strategia mista 1=2; 1=2 
ome ottimale. Il gio
atore 1 ha in
entivi agio
are 1=2; 1=2? Pu�o s
egliere una qualunque strategia.2.7 Parentesi matemati
aCon riferimento alla �gura 20 (in 
ui in as
issa si hanno vari possibilivalori per la variabile x) si de�nis
e il 
on
etto di 
orrispondenza.De�nizione 2.6 (De�nizione di 
orrispondenza) Dato un insieme A �Rm si de�nis
e 
ome 
orrispondenza da A a Rk la relazione � 
he ad ognielemento x di A asso
ia un sottoinsieme di Rk ovvero:� : A �! Rk (53)tale 
he: 8x 2 A �(x) � Rk (54)Se m = k = 1 (vedi la �gura 20) si ha 
he ad elementi x del sottoinsieme A� R tramite la: � : A �! R (55)
orrispondono sottoinsiemi (in generale) �(x) � R.De�nizione 2.7 (Caso delle funzioni) Data una funzione f de�nita
ome: f : Rn �! Rk (56)si di
e 
he la f �e 
ontinua nel punto x0 2 Rn sse per ogni intorno I(f(x0))9 un intorno I(x0) tale 
he 8 x 2 I(x0) si ha 
he f(x) 2 I(f(x0)) ovveropunti vi
ini sono trasformati, mediante una f 
ontinua, in punti vi
ini.
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Figura 20: Corrispondenze (dettagli nel testo)Nota 2.11 Si noti 
he se una funzione f �e 
ontinua non �e detto 
he siaderivabile (il 
aso tipi
o �e la funzione f(x) =j x j) mentre se una funzione �ederivabile allora �e 
ontinua.De�nizione 2.8 (Continuit�a per le 
orrispondenze) Nel 
aso di una
orrispondenza � si parla di:1. 
ontinuit�a inferiore,2. 
ontinuit�a superioreAi nostri s
opi si de�nis
e una 
orrispondenza 
ome uh
 (ovvero superior-mente semi
ontinua) in x0 2 A se per ogni intorno I(�(x0)) di �(x0)(sottoinsieme di Rn , vedi la (54)) esiste un intorno I(x0) tale 
he vale laseguente relazione: x 2 I(x0) \ A =) �(x) � I(�(x0)) (57)Nota 2.12 Una 
orrispondenza � �e uh
 in un insieme A se lo �e per ognipunto x 2 A.La �gura 21 mostra 
he gli intorni possono essere un insieme aperto 
he
ontiene un intervallo (
ome nel 
aso di x3) oppure l'unione di due punti (nel
aso di x4) oppure un intorno 
he 
ontiene un punto (
ome nel 
aso di x2).
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Figura 21: Corrispondenze (dettagli nel testo)Teorema 2.2 (Teorema del punto �sso o di esistenza degli zeri)Data una funzione: f : [0; 1℄ �! [0; 1℄ (58)se f �e 
ontinua allora esiste x in [0; 1℄ tale 
he f(x) = x e tale valore xsi di
e punto �sso della f . Questo teorema vale per ogni insieme 
ompatto,
onvesso e non vuoto di Rn .Teorema 2.3 (Teorema di Kakutani) Il Teorema di Kakutani �e una ge-neralizzazione alle 
orrispondenze del teorema del punto �sso. Si suppone diavere una 
orrispondenza: � : A �! A (59)tale 
he1. � �e uh
 in A 6= ; ovvero in tutti i punti di A;2. A �e 
onvesso e 
ompatto;3. � �e a valori 
onvessi ovvero 8 x �(x) �e 
onvesso.La tesi �e la seguente: 9x 2 A t: 
: x 2 �(x) (60)Con il Teorema di Kakutani si dimostra 
he ogni gio
o �nito (
io�e 
on unnumero �nito di gio
atori e di strategie) ha una estensione mista 
he ha
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a 46almeno un NE.Si ha: � : �ni=1�(Si) �! �ni=1�(Si) (61)dove �ni=1�(Si) rappresenta l'insieme delle possibili strategie miste e �rappresenta un vettore di 
orrispondenze de�nito 
ome:� = (�1; : : : ; �n) (62)in 
ui la 
orrispondenza i-esima �e de�nita 
ome:�i(��i) = f�i strategia mista per i e risposta ottima a ��ig (63)ovvero�i(��i) = f�i 2 �(si) : �(si) > 0) ~ui(si; ��i) � ~ui(s0i; ��i)g (64)8 s0i 2 Si.Nota 2.13 Si ha 
he � �e un NE sse � 2 �(�) 
io�e sse � �e punto �sso di �.Nota 2.14 L'insieme su 
ui si de�nis
ono le 
orrispondenze deve essere
ompatto (ovvero 
hiuso e limitato) e se � �e a valori 
onvessi allora �(�i)�e 
onvesso.



473 Terza Lezione3.1 Commenti al Teorema di KakutaniSi 
onsidera il prodotto di n simplessi, 
ias
uno dei quali �e 
onvesso perde�nizione: A = �ni=1�(Si) (65)Si hanno distribuzioni di probabilit�a 
ombinate 
on 
ombinazioni 
onvesseper 
ui ognuno degli insiemi Si �e 
onvesso e lo stesso vale per il loro prodotto
artesiano. Si ha inoltre 
he ogni �(Si) �e 
ompatto ovvero:1. �e limitato per
h�e ha limite inferiore pari a 0 e superiore pari a 1;2. �e 
hiuso per
h�e �e de�nito mediante diseguaglianze deboli quali � e �.Si deve veri�
are 
he la 
orrispondenza �:1. �e uh
;2. �e a valori 
onvessi.Le �i(��i) sono le risposte ottime del gio
atore i alle mosse ��i degli altrin� 1 gio
atori. Se 
on Si si indi
ano le strategie pure del gio
atore i si ha:�i(��i) = f�i 2 �(Si) : �i(si) > 0 & ~ui(si; ��i) � ~ui(s0i; ��i)g (66)8 s0i 2 Si. La strategia pura migliore �e la si e la sua utilit�a attesa �e nonpeggiore (ovvero �) di quella di ogni altra strategia, a parit�a di quelle deglialtri. Se 
onsidero, ad esempio, le seguenti utilit�a attese delle strategie pure1, 2, 3 e 4:1. ui(1; ��i) = 3,2. ui(2; ��i) = 5,3. ui(3; ��i) = 6,4. ui(4; ��i) = 6,ho 
he le ultime due sono le migliori per i a parit�a di mosse degli altri per 
uile risposte ottime a ��i sono quelle 
he danno probabilit�a nulla alle strategiepure 1: e 2: e una probabilit�a non nulla alle strategie pure 3: e 4: (in 
asi 
omequesto pari a 1=2 per 
ias
una strategia). Nel 
aso in esame si ha �i(��i) =�(f3; 4g) mentre se avessi, a parit�a delle altre, ui(4; ��i) = 7 avrei �i(��i) =�(f4g) (sarei nel 
aso di una strategia pura o mista degenere) mentre avrei�i(��i) = �(f1; 3; 4g) se an
he la 1 avesse utilit�a attesa uguale a quelle della3 e della 4. In ogni 
aso le distribuzioni di probabilit�a devono soddisfare leseguenti propriet�a:



3.1 Commenti al Teorema di Kakutani 481. devono attribuire alle singole strategie pure valori di probabilit�a nonnegativi,2. la somma dei valori di probabilit�a deve valere 1.Si ribadis
e il fatto 
he � �e un insieme 
onvesso per 
ui lo �e �i (per
h�e uh
) e,quindi, � (per 
ome �e de�nita). Con �Pi (��i) si indi
a l'insieme delle strategiepure ottime. Se si ha:1. ui(1; ��i) = 6,2. ui(2; ��i) = 5,3. ui(3; ��i) = 6,4. ui(4; ��i) = 6,si ha �Pi (��i) = (f1; 3; 4g) in modo 
he sia:�i(��i) = �(�Pi (��i)) (67)ovvero le strategie miste (e pure) 
on una distribuzione di probabilit�a sono larisposta ottima per le varie strategie pure dello stesso gio
atore ovvero sonole strategie pure ottimali.Se 
onsidero la seguente relazione:~ui(si; ��i) > ~ui(s0i; ��i) (68)(dove ��i �e il 
omportamento pre�ssato degli altri gio
atori) ho 
he talerelazione deve valere:1. 8 si 2 �Pi (���i),2. 8 s0i =2 �Pi (���i),ovvero tutte le strategie in �Pi (���i) danno la stessa utilit�a attesa mentrequelle 
he non sono in �Pi (���i) ne danno una inferiore (altrimenti tali strategiestarebbero in �Pi (���i)). Se si modi�
a di po
o ���i il risultato non 
ambiaper
h�e le funzioni in gio
o sono 
ontinue in ���i e ��i �e vi
ino a ���i e larelazione 
ontinua a valere per la propriet�a della permanenza del segno. Se��i �e vi
ino, 
ome distanza, a ���i allora si ha 
he valgono an
ora le relazioni(67) e (68). Si pu�o dimostrare 
he, sotto tale ipotesi di vi
inanza, si ha:�i(��i) � �i(���i) (69)dove �i(���i) �e il simplesso di �Pi (���i) e se 
al
olo �(�Pi (���i)) ho 
he:



3.1 Commenti al Teorema di Kakutani 491. le strategie non ottimali 
ontinuano a rimanere tali (e risultano, anzi,peggiori),2. le strategie ottimali 
ontinuano a rimanere tali (e risultano, anzi,migliori).Le strategie ottimali 
on ��i sono un sottoinsieme di �Pi (���i) in modo 
hesia: �i(��i) � �i(���i) (70)se ��i �e vi
ino, 
ome distanza, a ���i dal momento 
he:�Pi (��i) � �Pi (���i) (71)e: �i(���i) = �(�Pi (���i)) (72)se �Pi mi a

res
e il simplesso e vale la (71) in 
ui �Pi (���i) sono le strategiepure 
he sono le risposte ottime alle ��i) per
h�e se s0i =2 �Pi (���i) non pu�oessere ottimale.Esempio 3.1 Se ho 4x + 4y + 3z + 2w (73)in 
ui x; y; w; z sono i pesi di una strategia mista tali 
he:1. x + y + z + w = 12. x; y; w; z � 0In �Pi sono 
ontenute le prime due strategie pure (1; 0; 0; 0) (0; 1; 0; 0) (en-trambe 
on valore 4). Se varia di po
o il 
omportamento degli altri possoavere: 4:2x + 3:9y + 3:1z + 2:1w (74)le strategie pure ottime 
ontinuano ad essere le prime due dato 
he le funzionisono 
ontinue rispetto al 
omportamento degli altri e quindi, se ��i 
ambiadi po
o, le strategie non ottime rimangono tali.La 
ontinuit�a e la (68) garantis
ono 
he esiste sempre un intorno al 
ui internosi ha la permanenza delle strategie ottime.Dato I(�i(���i)) = I(�(�Pi (���i))), se ��i �e vi
ino a ���i ho 
he vale la (69) e,quindi: �i(��i) � I(�i(���i)) (75)per de�nizione di intorno. Tale propriet�a 
oin
ide 
on quanto �e ne
essario
he sia veri�
ato per
h�e una 
orrispondenza sia uh
 ovvero 
he sia �(x) �I(�(x0)). L'essere uh
 si mantiene nel prodotto 
artesiano per 
ui si ha:



3.1 Commenti al Teorema di Kakutani 501. �Pi �e uh
,2. �i �e uh
.Si deve dimostrare 
he: � NE () � 2 �(�) (76)e quindi 
he esiste � 2 �ni=1�(Si) tale 
he � 2 �(�) ovvero � �e punto �ssodella 
orrispondenza � e, quindi, �e un NE.De�nis
o � = (�1; : : : ; �n) 2 (�1(��1); : : : ; �n(��n)) per de�nizione di �i,dove �i i = 1; : : : ; n sono le strategie miste dei vari gio
atori. Si ha 
he:�i 2 �i(��i) 2 S (77)de�nis
e l'insieme delle strategie miste per il gio
atore i quando gli altrigio
ano le loro strategie ��i ovvero de�nis
e �i 
ome risposta ottima a ��i e
i�o vale per ogni gio
atore i per 
ui �i si di
e essere la best reply (BRi) ed�e un NE per 
ome lo abbiamo de�nito. Se �(A) �e 
ompatto e �(x) �e 
hiusoper ogni x allora (vedi [MCWG95℄) si pu�o s
rivere la de�nizione in mododiverso ma equivalente usando la ri
orrenza.Il teorema 
he segue stabilis
e 
he se:1. Si �e �nito,2. n �e �nito,(
io�e se ho un numero �nito di strategie pure e di gio
atori) allora ogni gio
oha almeno un NE per strategie miste.Teorema 3.1 L'ipotesi �e la seguente. Se Si � Rki �e tale 
he:1. Si 6= ;,2. S (insieme delle strategie pure) �e 
ompatto (ovvero �e 
hiuso e limitato),3. ui : S ! R �e 
ontinua in S (ovvero su tutte le strategie pure) per ognigio
atore iallora (tesi) l'estensione mista del gio
o ovvero �EN (ovvero il gio
o in 
ui siammettono an
he strategie miste) ha almeno un NE.In 
erti 
asi si hanno, per uno stesso gio
o, equilibri:1. in strategie miste,



3.1 Commenti al Teorema di Kakutani 512. in strategie pure.Teorema 3.2 Sotto l'ipotesi 
he se Si � Rki �e tale 
he:1. Si 6= ;,2. S (insieme delle strategie pure) �e 
ompatto (ovvero �e 
hiuso e limitato)e 
onvesso,3. ui : S ! R �e 
ontinua in S (ovvero su tutte le strategie pure) e quasi
on
ava in si per ogni gio
atore isi ha 
he (tesi) il gio
o in forma normale (senza estensioni miste) ovvero�N ha almeno un NE in strategie pure.Le ipotesi del Teorema 3.2 sono pi�u forti di quelle del Teorema 3.1: il se
ondori
hiede in pi�u 
he S sia 
onvesso e 
he la funzione utilit�a di ogni gio
atoreui sia quasi 
on
ava.

Figura 22: Curve di livello (dettagli nel testo)Con riferimento alla �gura 22, se ho due punti 1 e 2 sulla stessa 
urva dilivello della funzione f ho f(1) = f(2) mentre nel punto 3 la f assume valorimaggiori (
ome indi
ato dal verso della fre

ia): il punto 3, infatti, si trova su
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urva di livello in 
ui la f assume un valore maggiore, in questo 
aso. Seil dominio �e 
onvesso i punti 
ome 3 sono all'interno del dominio. �E possibileavere f non 
on
ave 
he godono di tale propriet�a e, pertanto, sono dettequasi 
on
ave. Se, ad esempio, ho:f(x; y) = xy (78)ho 
he la matri
e hessiana (ovvero delle derivate parziali se
onde �2f�x�y e simili)�e: � 0 11 0 �Nel 
aso della funzione utilit�a i punti 1 e 2 rappresentano strategie pureottimali per il gio
atore i data una strategia degli altri gio
atori (ovvero ��i).Nel punto 3 la funzione utilit�a assume valori o uguali o maggiori: la se
ondaeventualit�a non pu�o veri�
arsi per
h�e, in tal 
aso, 1 e 2 non sarebbero puntiottimali per 
ui i punti 
ompresi fra 1 e 2 sono 
aratterizzati dallo stessovalore della funzione utilit�a in modo 
he l'insieme sia 
onvesso e si appli
hiil Teorema di Kakutani a �N .3.2 Appli
azioni del 
on
etto di NE3.2.1 MonopolioSiamo nel 
aso di un prodotto senza sostituti o su

edanei. La 
urva didomanda (vedi la �gura 23) �e una funzione:x : [0;+1) �! [0;+1) (79)In �gura 23 in as
issa ho i prezzi p e in ordinata le quantit�a x (tali 
hex(0) > 0. In tale �gura sono indi
ati il 
osto marginale dell'impresa
 > 0 (ovvero, in prima approssimazione, il 
osto per unit�a di prodotto) eil prezzo di saturazione del mer
ato �p. Tale prezzo �p � 0 �e de�nito inmodo 
he sia:1. x0(p) < 0 per p 2 [0; �p),2. x(p) = 0 8p � �p.Se l'impresa produ
e una quantit�a di mer
e pari a q il 
osto di produzioneper q unit�a di bene risulta essere 
q = 
q. Se si vuole 
he l'azienda abbia unpro�tto deve essere: 
 < �p (80)
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Figura 23: Curva di domanda (dettagli nel testo)per 
ui, dato un prezzo p, il pro�tto dell'impresa (se p �e il prezzo unitario ex(p) �e la quantit�a prodotta al prezzo p) �e:� = (p� 
)x(p) (81)ovvero pari al ri
avo unitario per la quantit�a prodotta.S
opo del monopolista �e massimizzare il pro�tto per p 2 [
; �p℄. Se p � 
 siavrebbe, dalla (81), un pro�tto negativo il 
ui massimo �e 0.Per 
apire il signi�
ato di x(p) si deve pensare 
he se il monopolista �ssa ilprezzo p i 
onsumatori a
quistano la quantit�a x(p), individuata dalla 
urvadi domanda.Con riferimento alla �gura 24, si ha 
he x(p) �e invertibile sull'intervallo [0; �p℄in modo 
he si possa de�nire la funzione inversa (de�nita su [0; x(0)℄):p = y(q) = x�1(q) (82)
ome il prezzo al quale si vende la quantit�a q. Se x(p) �e la quantit�a q vendutaal prezzo p, y(q) �e il prezzo a 
ui si vende tale quantit�a, una volta 
he sianota la 
urva di domanda.Dalla �gura 24 si vede 
he y(q) �e il prezzo (unitario) 
he �e ne
essario prati
are
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Figura 24: Prezzi e quantit�a sulla 
urva di domanda (dettagli nel testo)per vendere la quantit�a q.Da tutto 
i�o segue 
he la quantit�a:(y(q)� 
)q (83)deve essere massimizzata su [0; x(0)℄, se il monopolista �ssa la quantit�a2 q.Si de�nis
e, pertanto, la funzione pro�tto:�(q) = (y(q)� 
)q (84)Lo s
opo �e ri
er
are il massimo di tale funzione su [0; x(0)℄. Sotto l'ipotesi
he la y sia derivabile, derivo rispetto a q e impongo la 
ondizione del primoordine: d�(q)dq = 0 (85)2Si hanno due 
asi:1. il monopolista �ssa il prezzo p a 
ui vende la quantit�a x(p);2. il monopolista �ssa la quantit�a q 
he vende al prezzo y(q).In entrambi i 
asi si ha la relazione fra quantit�a e prezzo stabilita dalla 
urva di domanda.
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ui ho, dalla (84): �0(q) = y0(q)q + (y(q)� 
) = 0 (86)sotto l'ipotesi 
he sia y(q) > 
 altrimenti (vedi la 84) avrei pro�tti negativi.�E fa
ile vedere 
he:1. �0(0) = y(0)� 
 > 0 per 
ui 0 non �e un punto di estremo (si ha 
he seq = 0 y(0) = �p),2. �0(x(0)) < 0 per 
ui x(0) non �e un punto di estremo (�e il valore in p = 0
io�e x(0)),in pi�u si ha: �00(q) = y00(q)q + y0(q) + y0(q) < 0 (87)dato 
he y00(q) = 0 (per
h�e y(q) �e una relazione lineare) e y0(q) < 0 perde�nizione (ovvero la funzione pro�tto �e strettamente 
on
ava).Si hanno due 
urve:1. x 
on x0 < 0,2. y = x�1 
on y0 < 0 e y0(q)q < 0 (essendo q > 0 per de�nizione).All'ottimo deve essere �0(q) = 0 ovvero, dalla (86):y(q) = 
� y0(q)q > 
 (88)essendo y0(q) < 0. Da 
i�o dis
ende 
he si vende sopra 
osto per 
ui si fannopro�tti. A rigore non si pu�o parlare di NE per
h�e si ha un solo gio
atore inun 
aso in 
ui �e equivalente s
egliere i prezzi o s
egliere le quantit�a (data larelazione 
he esiste fra la x e la y).3.2.2 DuopolioVedremo due tipi di duopolio:1. uno in 
ui le imprese possono �ssare i prezzi, detto duopolio diBertrand,2. uno in 
ui le imprese possono �ssare le quantit�a, detto duopolio diCournot.Nel 
aso del duopolio di Bertrand si hanno due imprese 
he s
elgonosimultaneamente e indipendentemente i prezzi una sola volta ovvero:
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etto di NE 561. l'impresa 1 �ssa il prezzo p1,2. l'impresa 2 �ssa il prezzo p2,in modo 
he, se xi �e la quantit�a di mer
e venduta dall'impresa i (i = 1; 2) siha: xi(p1; p2) = 8<: x(pi) se pi < pj12x(pi) se pi = pj0 se pi > pj (89)ovvero:1. se l'impresa i prati
a un prezzo inferiore a quello dell'impresa j (i; j =1; 2, i 6= j), ovvero se pi < pj, allora si a

aparra tutto il mer
ato evende in 
ondizioni di monopolio;2. se l'impresa i prati
a un prezzo uguale a quello dell'impresa j (i; j =1; 2, i 6= j), ovvero se pi = pj, allora le due imprese si spartis
ono ilmer
ato ovvero vendono una quantit�a pari alla met�a della quantit�a in
ondizioni di monopolio;3. se l'impresa i prati
a un prezzo superiore a quello dell'impresa j (i; j =1; 2, i 6= j), ovvero se pi > pj, allora l'impresa i �e fuori mer
ato e nonvende nulla.Cias
una delle due imprese vuole massimizzare il proprio pro�tto de�nito
ome segue: �i(p1; p2) = (pi � 
)xi(p1; p2) (90)dove xi(p1; p2) �e la quantit�a venduta dall'impresa i = 1; 2, quantit�a 
he tiene
onto dei prezzi prati
ati da entrambe le imprese.Pro
edendo in modo \
anoni
o", dopo aver individuato i gio
atori (le dueimprese) e i relativi payo� (le funzioni pro�tto) si de�nis
ono le strategiedelle imprese (ovvero gli insiemi dei prezzi 
he possono prati
are) 
ome:Si = [0;1) (91)in modo da avere un gio
o in forma normale di 
ui si vuole un NE. Nel seguitovedremo 
he tale gio
o ammette un solo NE in strategie pure e 
he tale NE�e dato dalla seguente s
elta dei prezzi da parte delle due imprese:_p1 = _p2 = 
 (92)ovvero al NE entrambe le imprese vendono a prezzo di 
osto e, pertanto,nessuna delle due fa pro�tto. Da tali premesse (e dalle (89)) �e fa
ile vedere
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Figura 25: Curva dei pro�tti (dettagli nel testo)
ome la 
urva delle quantit�a xi(p1; p2) sia dis
ontinua ed abbia l'andamentomostrato in �gura 25 
he esprime le (89).Un andamento analogo si ha per le funzioni 
he esprimono i pro�tti dei dueduopolisti: �i(p1; p2) = (pi � 
)xi(p1; p2) (93)in 
ui (pi � 
) �e un fattore di s
ala.Dimostrazione 3.1 Si deve dimostrare 
he:_p1 = _p2 = 
 (94)�e un NE. Si 
onsidera per primo il duopolista3 1 (l'altro lo indi
hiamo 
on2) e si suppone 
he l'altro fa

ia determinate s
elte. Si vuole dimostrare 
he_pi = 
 �e la best reply a _pj = 
, i; j = 1; 2 e i 6= j. Se 2 s
eglie _p2 = 
 si ha:1. _�2 = 0,2. _p1 = 
 �e ottima 
on _�1 = 0.3Ovvero si 
onsiderano le 
ose dal punto di vista del primo duopolista.
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asi seguenti:1. se p1 > 
, 1 non vende nulla (per
h�e fa un prezzo pi�u alto di 2) per 
uix1(p1; p2) = 0 e quindi _�1 = 0;2. se p1 < 
, 1 venderebbe la quantit�a x1(p1; p2) = x(p1) > 0 sotto 
osto
on un pro�tto negativo.Se 
onsidero le 
ose dal punto di vista di 2 e penso 
he 1 s
elga _p1 = 
 ho iseguenti 
asi:1. se p2 > 
, 2 non vende nulla (per
h�e fa un prezzo pi�u alto di 1) per 
uix2(p1; p2) = 0 e quindi _�2 = 0;2. se p2 < 
, 2 venderebbe la quantit�a x2(p1; p2) = x(p2) > 0 sotto 
osto
on un pro�tto negativo;per 
ui, per simmetria, ho 
he _p2 = 
.Si ha, quindi, 
he _p1 = _p2 = 
 �e un NE dato 
he nessuna delle due impreseha interesse a deviare. Dopo aver dimostrato l'esistenza di un NE devodimostrare la sua uni
it�a (non garantita dalla teoria) ovvero devo dimostrare
he il NE 
he ho trovato �e uni
o per il gio
o in esame. A tal �ne si usa laseguente de�nizione di tipo negativo e a 
arattere empiri
o.De�nizione 3.1 Una 
ondizione del gio
o non �e un NE se un gio
atore haun 
orso d'azione migliore a parit�a di quelli degli altri.Nel 
aso delle due imprese devo veri�
are 
he non 
i siano altri equilibri 
onp1 < 
 oppure 
on p2 > 
 (dove p1 e p2 sono i prezzi unitari prati
ati dalledue imprese). Si hanno i 
asi seguenti.1. p1 < 
: in questo 
aso minfp1; p2g < 
 per 
ui almeno una impresaprati
a un prezzo inferiore al 
osto 
on pro�tto negativo per 
ui hatutto l'interesse a migliorare la propria 
ondizione prati
ando un prezzopari a 
 (la situazione p2 < 
 �e spe
ulare). Tale 
ondizione non �e unNE per
h�e l'impresa 
he vende sotto
osto ha tutto l'interesse a deviarevendendo a un prezzo maggiore.2. Non esiste un equilibrio del tipo p1 > p2 � 
 oppure p2 > p1 � 
. Sivedono separatamente i vari 
asi.(a) p1 > p2 = 
: l'impresa 2 fa un pro�tto nullo (per
h�e vende aprezzo di 
osto) mentre la 1 fa un pro�tto nullo (per
h�e prati
a unprezzo pi�u alto della 2 e non vende nulla). La 
ondizione non �eun NE per
h�e la 2 pu�o s
egliere di migliorare la propria 
ondizione
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etto di NE 59alzando il proprio prezzo p2 nell'intervallo (
; p1): in tal modo simantiene tutto il mer
ato fa
endo pro�tti positivi (se si arrivassealla 
ondizione p2 = p1 si avrebbe 
he an
he la 1 rientrerebbe ingio
o e le due imprese si spartirebbero il mer
ato).(b) p1 > p2 > 
: an
he in questo 
aso non si ha un NE. L'impresa 1fa pro�tti nulli per
h�e non vende nulla (dal momento 
he prati
aun prezzo maggiore della 2) e pu�o migliorare la propria 
ondizionefa
endo variare il proprio prezzo in (
; p2) in modo da estromettere2 dal mer
ato (e riportando l'analisi al 
aso pre
edente).Il 
aso p2 > p1 � 
 lo si analizza in modo analogo s
ambiando i ruolidelle due imprese.3. p1 = p2 > 
: nean
he in questo 
aso si ha un NE. Le due imprese fannopro�tti ma 
ias
una pu�o migliorare.Vediamo 
osa pu�o fare la 1 (il 
aso della 2 �e spe
ulare): se p1 vieneridotto di po
o (ovvero passa a p1�" 
on " > 0 pi

olo) allora l'impresa1 si prende tutto il mer
ato (agis
e 
ome monopolista) ma ma la stessaidenti
a strategia pu�o essere adottata dalla 2.Si ha un NE per p1 = p2 = 
 sebbene tale equilibrio non sia Pareto ef-�
iente per
h�e il pro�tto delle due imprese �e nullo: se le due imprese sia

ordassero per prezzi p1 = p2 > 
 
ontinuerebbero a spartirsi il mer
atofa
endo un pro�tto positivo.Abbiamo visto il 
aso del duopolio di Bertrand in 
ui due imprese �ssanosimultaneamente e in modo indipendente i prezzi della propria mer
e. Se leimprese sono n si ha un NE 
on:_p1 = _p2 = � � � = _pn = 
 (95)ma an
he altri in 
ui almeno due imprese prati
ano un prezzo pari a 
 mentrele rimanenti ne prati
ano uno pi�u alto per 
ui an
he la seguente situazione(insieme a tutte le altre analoghe)
 = _p1 = _p2 < _p3 � � � < _pn (96)�e un NE.Passiamo ora ad esaminare il duopolio di Cournot 
on due imprese ovveroil 
aso in 
ui le due imprese �ssano simultaneamente e indipendentemen-te le quantit�a q1 e q2 
he produ
ono. Le strategie pure sono, in questo 
aso,le quantit�a 
he le singole imprese possono de
idere di produrre per 
ui si ha:Si = [0;1) (97)
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on i = 1; 2. Date le quantit�a q1 e q2 il prezzo di mer
ato �e tale 
he i
onsumatori vogliono 
onsumare la quantit�a q1 + q2 (ovvero l'ipotesi 
he sifa �e 
he tutta la produzione sia venduta e non 
i siano e

edenze).Considerando 
he y(q) indi
a il prezzo unitario della quantit�a q, nel 
aso inesame si ha un prezzo unitario pari a y(q1 + q2) in modo 
he i pro�tti delledue imprese siano pari a:�i(q1; q2) = (y(q1 + q2)� 
)qi (98)(i = 1; 2) in 
ui 
 �e di nuovo il 
osto unitario di produzione (si assume dinon avere 
osti �ssi). Il 
al
olo dei punti 
riti
i viene fatto 
al
olando lederivate parziali delle funzioni pro�tto, ovvero imponendo la 
ondizione delprimo ordine.Per l'impresa 1 si ha:��1�q1 = y0(q1 + q2)q1 + (y(q1 + q2)� 
) (99)Per l'impresa 2 si ha:��2�q2 = y0(q1 + q2)q2 + (y(q1 + q2)� 
) (100)Si deve veri�
are 
he si ha un equilibrio in 
ui una impresa s
eglie di nonprodurre ovvero 
he q1 = 0 �e un ottimo per l'impresa 1. La funzione pro�ttoper l'impresa 1 ha la forma:�1(q1; q2) = (y(q1 + q2)� 
)q1 (101)per 
ui, se q1 = 0, si ha: �1(q1; q2) = 0 (102)e, pertanto, poi
h�e y(q2)� 
 � 0, si ha, per l'impresa 1:��1�q1 � 0 (103)Se q1 = 0 si ha, per l'impresa 2:��2�q2 = y0(q2)q2 + y(q2)� 
 (104)e, quindi, poi
h�e:1. y0(q2) < 0 per 
ome ho de�nito la y,
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etto di NE 612. q2 � 0 per de�nizione di quantit�a prodotta,3. y(q2)� 
 � 0,la q2 ottimale �e tale 
he: ��2�q2 < 0 (105)ovvero tale 
he: q2 = 0 (106)Al 
res
ere di q2 il pro�tto �2 de
res
e per 
ui si ha un massimo in 0.Riassumendo si ha 
he se per l'impresa 1 �e ottimale s
egliere q1 = 0 allo-

Figura 26: An
ora sulla 
urva dei pro�tti (dettagli nel testo)ra per l'impresa 2 �e ottimale s
egliere q2 = 0. Se (vedi la �gura 26) x(0)indi
a la quantit�a 
he si vende a prezzo nullo mentre y(0) �e il prezzo a 
ui sivende una quantit�a pari a 0 (si noti 
he la 
oppia (y(0); 0) deve individuareun punto sulla 
urva di domanda) se avessi y(0) � 
 avrei �p � 
 mentre, peripotesi, ho 
he �p > 
. Per avere un pro�tto le imprese non possono produrrequantit�a nulle per 
ui non si pu�o avere un NE se si ha _q1 = _q2 = 0 per
h�eentrambe hanno interesse a deviare da tale situazione in modo da fare pro�ttipositivi.Si suppone, pertanto, di avere:
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on le strategie: Si = [0;1) (107)per i = 1; 2.Se si impongono le 
ondizioni del primo ordine:��1�q1 = y0(q1 + q2)q1 + (y(q1 + q2)� 
) = 0 (108)��2�q2 = y0(q1 + q2)q2 + (y(q1 + q2)� 
) = 0 (109)
onfrontando le due espressioni si ha 
he all'ottimo le due imprese produ
onole stesse quantit�a per 
ui si ha: _q1 = _q2 (110)In tal 
aso, sostituendo tali valori in una delle due derivate, si ottiene laseguente relazione ne
essaria per l'equilibrio:y0(2 _q1) _q1 + y(2 _q1) = 
 (111)Si vuole sapere quante soluzioni ha la (111): dato 
he, per q1 = q2 = q,�00(q) � 0 la (111) ha una sola soluzione dal momento 
he �e de
res
ente in_q1. Come �e fatta tale soluzione all'equilibrio?Se 
on qM indi
o la quantit�a all'equilibrio in 
ondizioni di monopolio ho laseguente soluzione: y0(qM)qM + y(qM) = 
 (112)Nella (111) si ha 
he y0(2 _q1) _q1 �e < 0 essendo y0 < 0 mentre y(2 _q1) �e il prezzoper la quantit�a 2 _q1 per 
ui, riarrangiando i termini della (111), �e fa
ile vedere
he: y(2 _q1) = 
� y0(2 _q1) _q1 > 
 (113)
ome nel 
aso del monopolio.Se si suppone 
he sia: 2 _q1 = qM (114)(
io�e la quantit�a di equilibrio della (111) (ovvero nel 
aso delle due imprese)
oin
ide (almeno per quanto riguarda la quantit�a totale venduta) 
on laquantit�a nel 
aso di monopolio) si ha:_q1 = qM2 (115)
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ui, sostituendo la (115) nella (111) e 
onsiderando la (112)), si ha:y0(qM)qM2 + y(qM) > 
 (116)dal momento 
he y0(qM) < 0 e 
he si pu�o s
rivere tale relazione 
ome:y0(qM)qM � y0(qM )qM2 + y(qM) = 
� y0(qM)qM2 > 
 (117)Si deve prendere: _q1 > qM2 (118)ovvero: 2 _q1 > qM (119)per avere di nuovo l'equilibrio ovvero si deve produrre di pi�u 
he in 
ondizionidi monopolio.

Figura 27: Prezzi ed equilibri (dettagli nel testo)La �gura 27 mostra 
ome, nel passare da qM a 2 _q1 il prezzo di vendita dimi-nuis
a per
h�e la y ha un andamento de
res
ente. La situazione non �e Paretoottima per
h�e, se le imprese si a

ordassero per produrre entrambe una quan-tit�a pari a qM=2 (in modo 
he la quantit�a totale sarebbe qM) si avrebbe il
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aso di monopolio 
on i pro�tti del 
aso di monopolio. An
he sele imprese si a

ordano, entrambe hanno interesse a produrre un po' di pi�u.Con n � 3 imprese si ha: y0(n _q1) _q1 + y(n _q1) = 
 (120)Si vuole sapere 
osa a

ade se n �! +1. Si ha 
he devono valere le seguenti

Figura 28: Prezzi ed equilibri (dettagli nel testo)diseguaglianze per
h�e sia soddisfatta la (120):y0(n _q1) _q1 < 0 (121)y(n _q1) > 
 (122)La �gura 28 illustra la quantit�a Q 
he viene venduta al prezzo di 
osto 
:se la quantit�a varia in (0; Q) il prezzo varia in (
; �p) mentre se si vende unaquantit�a superiore a Q si vende sotto
osto (ovvero ad un prezzo inferiore a 
e, quindi, 
on pro�tti negativi).Dalla (122) segue 
he il prezzo di vendita varia in (
; �p). Per ogni valore din si ha, quindi, 
he deve essere: n _q1 � Q (123)
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etto di NE 65dove _q1 dipende da n mentre Q �e �ssato (per
h�e dipende solo da 
 e dalla
urva di domanda 
ome �e illustrato dalla �gura 29). Si ha quindi:_q1 � Qn (124)per 
ui se n �! +1 si ha _q1 �! 0 dato 
he _q1 �e, per de�nizione, unaquantit�a non negativa. Da quanto detto segue, quindi, 
he:

Figura 29: Curve di domanda (dettagli nel testo)y0(n _q1) _q1 �! 0 (125)dato 
he y0(n _q1) �e un valore pre�ssato e 
ostante e _q1 �! 0 e, in�ne, 
he:y(n _q1) �! 
 (126)ovvero se il numero delle imprese tende a 1 il prezzo di vendita tende alprezzo di 
osto 
.La quantit�a venduta per ogni prezzo �e data dalla:0 � n _q1 � x(0) (127)
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he dipende dalla 
urva didomanda). Se divido m. a m. per n ottengo, dalla 
atena di diseguaglianze(127): 0 � _q1 � x(0)n (128)per 
ui se n �! +1 per il teorema dei 
arabinieri si ha, di nuovo, _q1 �! 0.3.3 Eser
iziVediamo, in 
hiusura di lezione, al
uni eser
izi su gio
hi (des
ritti in formanormale o estesa) per i quali si vogliono i NE. Si ri
orda la de�nizione di NE.Se S+i �e il supporto per il gio
atore i ovvero l'insieme delle sue strategie pure
ui si assegna una probabilit�a non nulla si ha 
he:una strategia � �e un NE se, per ogni gio
atore i, valgono le seguenti relazioni:~ui(si; ��i) = ~ui(s0i; ��i) (129)8 si; s0i 2 S+i (�i) e: ~ui(si; ��i) � ~ui(s0i; ��i) (130)8 si 2 S+i (�i) e 8 s0i =2 S+i (�i).3.3.1 Eser
izio 1La des
rizione in forma normale dell'eser
izio �e data in �gura 30. Da unaanalisi della bimatri
e �e fa
ile vedere 
he non si ha dominanza, n�e strettan�e debole, per nessuno dei due gio
atori. Per prima 
osa si 
er
ano i NE instrategie pure 
onsiderando il gio
atore 
on il minor numero di strategie. Sivede fa
ilmente 
he:1. se 2 gio
a D la miglior mossa per 1 �e B ma se 1 gio
a B la migliormossa per 2 �e E per 
ui non si ha un NE se 2 gio
a D;2. se 2 gio
a E la miglior mossa per 1 �e C ma se 1 gio
a C la migliormossa per 2 �e D per 
ui non si ha un NE se 2 gio
a E.Non si hanno NE se 2 gio
a una strategia pura (
ome �e ovvio 
he sia, 
onside-razioni analoghe portano ad un identi
o risultato se si analizzano per primele mosse possibili per il gio
atore 1). In ogni NE, 2 gio
a una strategia mistaovvero 2 assegna una distribuzione di probabilit�a alle proprie mosse/strategieD ed E. A questo punto 1 si pone il problema di s
egliere una strategia puraoppure una mista.Si ha, quindi, 
he 2 gio
a una strategia mista e, quindi, il suo supporto �e:S+2 (�2) = fD;Eg (131)
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Figura 30: Forma normale (dettagli nel testo)Se 1 gio
a una strategia pura (ovvero assegna probabilit�a pari a 1 ad unasua strategia e 0 alle altre, ovvero s
eglie una strategia 
on 
ertezza) 2 deveessere indi�erente fra D ed E ma:1. se 1 gio
a A, 2 s
eglie D,2. se 1 gio
a B, 2 s
eglie E,3. se 1 gio
a C, 2 s
eglie D,per 
ui se 1 gio
a una strategia pura lo stesso fa 2. Si �e visto, per�o, 
he inquesto 
aso (entrambi gio
ano strategie pure) non si hanno NE per 
ui se 2gio
a una strategia mista lo stesso deve fare 1. Se:S+2 (�2) = fD;Eg (132)allora la 
ondizione di indi�erenza per 2 (nei 
onfronti delle sue strategie Ded E) risulta essere la seguente:~u2(D; �1) = ~u2(E; �1) (133)in 
ui �1 �e la strategia mista di 1. A questo punto si deve individuare ilsupporto per 1. A tale s
opo si usa la tabella 1.
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izi 68A >0 >0 >0 =0B >0 >0 =0 >0C >0 =0 >0 >0Tabella 1: Possibili supporti per 1La tabella 
aratterizza le probabilit�a asso
iate alle strategie per 1: ogni 
o-lonna de�nis
e un supporto per 1. Non �e possibile avere una 
olonna 
ondue 0 per
h�e, in questo 
aso, si avrebbe 
he 1 gio
a una strategia pura etale eventualit�a, abbiamo visto, non d�a luogo a NE. La prima 
olonna, adesempio, individua il supporto:S+1 (�1) = fA;B;Cg (134)In questo 
aso per 1 deve essere (�i individua una relazione di indi�erenzafra le strategie del gio
atore i):A �1 B �1 C (135)dal momento 
he se ne preferisse una gio
herebbe quella.Per imporre tale indi�erenza attribuis
o a 2 una distribuzione di probabilit�adel tipo:1. il gio
atore 2 gio
a D 
on probabilit�a x,2. il gio
atore 2 gio
a E 
on probabilit�a 1� x,e 
al
olo i valori della funzione utilit�a per 1. Si ha:1. ~u1(A; �2) = 2x+ 7(1� x)2. ~u1(B; �2) = 6x+ 4(1� x)3. ~u1(C; �2) = 0x + 10(1� x)Per la B �1 C deve essere ~u1(C; �2) = ~u1(B; �2). Eguagliando le dueespressioni e svolgendo i 
al
oli si ottiene x = 1=2 ma per tale valore siha ~u1(A; �2) 6= ~u1(B; �2) per 
ui il supporto s
elto non va bene per
h�e peresso la 
ondizione di indi�erenza per le strategie di 1 non pu�o essere soddi-sfatta. Si ri
orda 
he le utilit�a del tipo ~u1(A; �2) sono spe
ializzazioni della~u1(�i; ��i) al 
aso presente: il 
aso generale mostra 
ome l'utilit�a dipendadai payo� di i e dalle probabilit�a asso
iate alle strategie degli altri gio
atori.Vediamo ora il 
aso: S+1 (�1) = fB;Cg (136)
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olonna della tabella 1). In questo 
aso deve essere:B �1 C �1 A (137)ovvero B e C sono fra loro indi�erenti ed entrambe sono preferite ad A. Sesi risolve la 
ondizione di uguaglianza delle utilit�a:~u1(C; �2) = ~u1(B; �2) (138)si ri
ava x = 1=2 da 
ui:~u1(C; �2) = ~u1(B; �2) = 5 > 92 = ~u1(A; �2) (139)per 
ui si �e veri�
ato 
he B e C sono fra loro indi�erenti e preferiti ad A. Si�e trovato, pertanto, un possibile NE in strategie miste 
on:�2(D) = �2(E) = 12 (140)A questo punto si deve vedere 
on 
he probabilit�a 1 deve gio
are le propriestrategie 
ontenute nel supporto 
orrente per
h�e 2 sia indi�erente fra D edE. Se 1 gio
a B 
on probabilit�a z e gio
a C 
on probabilit�a 1 � z (A nonappartiene al supporto 
orrente) posso 
al
olare le utilit�a attese per 2:~u2(D; �1) = z + 5(1� z) (141)~u2(E; �1) = 3z + 2(1� z) (142)e dalla ~u2(D; �1) = ~u2(E; �1) ri
avo z = 3=5. Si ha quindi 
he (�1; �2) �e unNE se: �1 = (0; 3=5; 2=5) (143)�2 = (1=2; 1=2) (144)A questo punto (vedi an
he la �gura 31 (a)) si vuole veri�
are se esiste unNE 
on: S+1 (�1) = fA;Bg (145)(se
onda 
olonna della tabella 1) ovvero si vuole imporre 
he sia:A �1 B �1 C (146)Se attribuis
o di nuovo le probabilit�a x e 1 � x alle strategie di 2 posso
al
olare ~u1(A; �2) = 2x+ 7(1� x) (147)
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Figura 31: Supporti per 1 (dettagli nel testo)~u1(B; �2) = 6x+ 4(1� x) (148)Dalla loro uguaglianza ri
avo x = 3=7. In base a tale valore devo veri�
are
he sia A �1 B �1 C avendo imposto A �1 B. In questo 
aso ho:~u1(C; �2) = (1� x)10 = 407 (149)~u1(C; x = 37) = 407 > 347 = ~u1(B; x = 37) (150)per 
ui il supporto s
elto non va bene dato 
he A e B non sono preferiterispetto a C. Un esame della �gura 31 (a) permette di appurare 
he non siha dominanza stretta per 2 per 
ui 2 gio
a una strategia mista 
on probabilit�ax e 1� x ma, 
ome visto, il supporto s
elto per 1 non �e quello giusto.Come ultimo 
aso (vedi an
he la �gura 31 (b)) si vuole veri�
are se esiste unNE 
on: S+1 (�1) = fA;Cg (151)(ovvero la terza 
olonna della tabella 1). La �gura 31 (b) mostra una do-minanza stretta per 2 di D su E per 
ui 2 non pu�o essere indi�erente fra ledue strategie e quindi s
eglie una strategia pura (ovvero la D) e lo stesso fa1 s
egliendo la A (
he, nel 
aso 2 s
elga D nel gio
o ridotto di �gura 31 (b),gli d�a una utilit�a maggiore).
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izi (
enni) 2, 3 e 4La �gura 32 presenta la des
rizione in forma estesa di un gio
o (a sommanulla) a mosse su

essive (ma il 
ui esito �e nas
osto, vedi oltre) 
on duegio
atori. Il gio
o si svolge 
ome segue:

Figura 32: Eser
izio 2 (dettagli nel testo)1. il gio
atore 1 ri
eve una 
arta 
he pu�o essere o di valore alto (H) o divalore basso (L) e i due eventi sono equiprobabili 
on probabilit�a paria 1=2 
ias
uno;2. dopo aver ri
evuto la 
arta (
he non viene mostrata al gio
atore 2) ilgio
atore 1 pu�o de
idere sia di terminare il gio
o (l), in questo 
aso ipayo� sono �1 per lui e 1 per 2, sia di proseguire il gio
o e dare il turnoa 2 (p);3. 2 pu�o abbozzare senza vedere la 
arta (C per 
on
eive) e i payo� sono1 per 1 e �1 per lui oppure pu�o 
hiedere di vedere la 
arta (S per see)passando di nuovo il gio
o a 1;4. 1 s
opre la 
arta e se questa �e H ottiene 3 e 2 ottiene �3 mentre se �eL ottiene �3 e 2 ottiene 3.
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arta viene s
operta solo a seguito della mossa S da parte di 2, neglialtri 
asi il gio
o si 
hiude nell'in
ertezza. Il gio
o �e a somma nulla, 
o-me �e fa
ile vedere dalla sua forma estesa. Le strategie dei gio
atori sono,rispettivamente, le seguenti:1. ha l e p,2. ha C e S.Una variante pi�u realisti
a (e 
orretta) di questo gio
o �e data in �gura 33.In questo 
aso si ha un \gio
atore" N (natura) 
he simula la distribuzione
asuale della 
arta. La distribuzione di probabilit�a �e 1=2; 1=2 per i valori He L. A questo punto il gio
atore 1 pu�o las
iare (l) o passare (p). Nel primo
aso il gio
o termina (
on i payo� segnati) mentre nel se
ondo il gio
o passaa 2 
he pu�o vedere (S) o las
iare (C): nel primo 
aso 
onta il valore della
arta, nel se
ondo no. In entrambi i 
asi i payo� sono quelli segnati.

Figura 33: Variante della forma estesa dell'eser
izio 2 (dettagli nel testo)Il gio
atore 2 vede la mossa di 1 senza vedere il segnale emesso da N . Daqui dis
ende la presenza di un insieme informativo 
on i due nodi de
isionaliper 2 in modo 
he le strategie per 2 siano S2 = fC; Sg. Le strategie per 1sono le seguenti: S1 = fl; pg � fl; pg = fll; lp; pl; ppg (152)
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aso 
he guardi la 
arta, mentre, se non la guarda, le strategie sono:S1 = fl; pg (153)e si ha un insieme informativo 
he 
omprende i due nodi di de
isione del gio-
atore 1. Da tali 
onsiderazioni risulta abbastanza agevole la determinazionedella forma normale.Un altro esempio di gio
o di 
ui si danno sia la forma estesa sia la formanormale �e quello illustrato nella �gura 34. Il gio
o �e a due gio
atori in 
ui 1muove per primo e pu�o s
egliere:1. A, nel qual 
aso il gio
o termina e 2 non ha nessuna mossa a disposizionementre i payo� sono (nell'ordine 1; 2) pari a 4 e 6;2. B, nel qual 
aso 2 ha a disposizione le mosse E (payo�, nell'ordine 1; 2,4 e 1) e F (payo� 7 e 3)3. C o D: in questo 
aso 2 non dis
rimina le due mosse di 1 per 
ui senon vede A o B non sa se 1 ha gio
ato C o D e pu�o rispondere o 
onG o 
on H.Le strategie a disposizione dei due gio
atori sono:1. per il gio
atore 1 S1 = fA;B;C;Dg2. per il gio
atore 2 S2 = fE; Fg � fG;Hg = fEG;EH; FG; FHgSe 1 gio
a A ottiene 4, se gio
a B, si

ome 2 massimizza la propria utilit�a egio
a F , ottiene 7. Dalla tabella di �gura 34 (b) si vede, infatti, 
he:1. B domina debolmente A,2. D domina strettamente C.Sotto l'ipotesi di razionalit�a dei gio
atori 
ome 
onos
enza 
omune, 2 sa 
he1 non gio
her�a mai C per 
ui se non vede A o B sa di essere in D e gio
a Hottenendo 4 per se e fa
endo ottenere 8 a 1 per 
ui 1, 
he sa risolvere il gio
o
os�� 
ome lo risolve 2, gio
a D.L'ultimo gio
o 
he si prende brevemente in esame �e quello illustrato nella�gura 35. In �gura 35 (a) si ha la forma estesa di un gio
o 
on due gio
atorie a mosse su

essive la 
ui forma normale �e illustrata in 35 (b).Le strategie dei gio
atori 1 e 2 sono, rispettivamente:1. S1 = fA;Bg,2. S2 = fC;Dg
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Figura 34: Eser
izio 3 (dettagli nel testo)Se 1 gio
a A il gio
o termina mentre, se gio
a B, 2 pu�o gio
are o C o D: frale due mosse, 2 s
eglie C dalla quale ottiene un payo� pi�u alto di quello 
heottiene se s
eglie D.�E fa
ile vedere, pertanto, 
he 1 gio
a B per
h�e sa 
he 2 gio
her�a C in modo
he i payo� sono, rispettivamente, 4 e 1. Fa
endo un'analisi del gio
o allari
er
a di NE si ha:1. se 2 gio
a C la miglior mossa per 1 �e B (per
h�e 4 > 2) e se 1 gio
a Bla miglior mossa per 2 �e C (per
h�e 1 > 0) per 
ui (B;C) �e NE per ilgio
o;2. se 2 gio
a D la miglior mossa per 1 �e A e se 1 gio
a A 2 �e indi�erentefra C e D ma solo se 2 gio
a D la miglior mossa di 1 �e A per 
ui (A;D)�e NE per il gio
o. Vedremo 
he tale NE, non essendo ri
avabile 
on
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Figura 35: Eser
izio 4 (dettagli nel testo)un pro
edimento di induzione a ritroso, 
orrisponde ad una mina

ianon 
redibile.



764 Quarta Lezione4.1 Gio
hi a informazione in
ompletaSi sono visti per ora gio
hi in 
ui le funzioni utilit�a sono note a tuttii gio
atori ovvero le utilit�a sono informazione 
omune dal momento 
heogni gio
atore 
onos
e le preferenze (sotto forma di utilit�a) di tutti gli altri.In questo 
aso �e possibile usare te
ni
he di dominanza stretta per
h�e ogni

Figura 36: Dominanza stretta (dettagli nel testo)gio
atore 
onos
e le preferenze di tutti gli altri: si parla di 
onos
enza mutua.Si possono tuttavia avere 
asi in 
ui i gio
atori 
onos
ono le proprie preferenzema non quelle degli altri.Nel 
aso di �gura 36, supponendo di essere nel 
aso della 
onos
enza 
omune,si ha:1. la strategia B �e dominata strettamente dalla strategia A e sia 1 sia 2lo sanno per 
ui entrambi rimuovono la riga della tabella asso
iata allastrategia B di 1;2. nel gio
o ridotto 
os�� ottenuto C domina strettamente D (
osa 
henon �e vera nel gio
o di partenza) per 
ui entrambi rimuovono an
he la
olonna asso
iata alla strategia D e quindi non resta 
he il pro�lo distrategie (A;C).Tutto 
i�o si basa sul fatto 
he 1 sa 
he 2 sa 
he 1 sa e 
os�� via. In baseall'analisi vista per i NE si ha:
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ompleta 771. se 2 s
eglie C la miglior risposta per 1 �e A e se 1 s
eglie A la migliorrisposta per 2 �e C per 
ui (A;C) �e NE;2. se 2 s
eglie D la miglior risposta per 1 �e A ma se 1 s
eglie A la migliorrisposta per 2 �e C per 
ui non si ha un NE se 2 muove D.Tornando all'analisi per dominanza iterata si ha 
he se si ha un ulterioreround non �e suÆ
iente la 
onos
enza mutua (ovvero 1 
onos
e le prefe-renze di 2 e 2 quelle di 1) ma mi serve la 
onos
enza 
omune ovvero ognigio
atore 
onos
e le preferenze degli altri e sa 
he an
he gli altri sanno e 
os��via all'in�nito (virtualmente). Se si hanno gio
hi a informazione 
om-pleta le preferenze dei gio
atori sono 
onos
enza 
omune. Vediamo ora igio
hi a informazione in
ompleta.Esempio 4.1 (Battaglia dei sessi) La �gura 37 illustra un gio
o a infor-mazione in
ompleta in 
ui il gio
atore 1 (marito) non 
onos
e quale sia iltipo di gio
atore 2 (moglie) 
he si trova davanti:1. nel 
aso della �gura 37 (a) si ha una moglie (gio
atore 2) 
he si
omporta da moglie (per
h�e preferis
e C (
inema) a S (stadio)),2. nel 
aso della �gura 37 (b) si ha una moglie 
he si 
omporta da marito(per
h�e preferis
e S a C).Il gio
atore 1 non 
onos
e, a priori, a quale tipologia appartiene il gio
atore2 (mentre per 1 �e disponibile solo la tipologia \
omportamento da marito").All'inizio del gio
o si ha un ente, detto Natura o Caso, 
he:1. muove per primo,2. non ha preferenze (per 
ui non �e un vero e proprio gio
atore) ovverotutte le sue mosse hanno asso
iata una probabilit�a nota a priori,3. invia segnali �i 2 �i a 
erti gio
atori, segnali 
he non sono visti daglialtri gio
atori e, pertanto, sono informazioni private.Nel 
aso della �gura 37 il gio
atore 2 ri
eve un segnale 
he lo spe
ializza 
omemoglie 
he si 
omporta da moglie oppure moglie 
he si 
omporta da maritoma tale segnale non �e noto a 1 
he, pertanto, pu�o solo fare ipotesi in meritoal tipo e�ettivo di 2 (da qui l'in
ompletezza dell'informazione).Nota 4.1 La Natura s
eglie i segnali �i osservati, in genere in privato, daisingoli gio
atori.
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Figura 37: Battaglia dei sessi 
on segnali privati(dettagli nel testo)
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ompleta 79De�nizione 4.1 Se �i rappresenta l'insieme dei segnali osservati dal gio
a-tore i (ovvero l'insieme dei tipi possibili per il gio
atore i) si de�nis
e 
omepro�lo dei tipi il seguente vettore:� = (�1; : : : ; �n) 2 � = �ni=1�i (154)dove �i �e il segnale osservato dal gio
atore i fra quelli per lui possibili 
heformano l'insieme �i, ovvero �i 2 �i. Si noti 
he � rappresenta un insiemedi tipi e�ettivi dell'insieme di quelli possibili �.De�nizione 4.2 Dati:1. un pro�lo di strategie pure s 2 S (ovvero una indi
azione di 
omegio
ano i gio
atori),2. un pro�lo dei tipi �,l'utilit�a del gio
atore i (i = 1; : : : ; n) �e espressa 
ome ui(s; �), ovvero dipendedalle strategie adottate dai gio
atori e dai loro tipi (ovvero dai segnali 
he
ias
uno di loro ha ri
evuto).Nel 
aso dei pro�li dei tipi non si ha 
onos
enza 
omune poi
h�e � non �e notoa tutti i gio
atori 
ias
uno dei quali 
onos
e solo il proprio �i. Conos
enza
omune �e la distribuzione di probabilit�a se
ondo la quale la Natura s
eglie itipi dei vari gio
atori per 
ui ogni �i �e 
aratterizzato da una distribuzionedi probabilit�a P .De�nizione 4.3 (Gio
hi Bayesiani) Un gio
o Bayesiano a informazione
ompleta �e des
ritto 
ome :�B = ff�i; ui; Signi=1; Pg (155)in 
ui:1. la distribuzione di probabilit�a P �e nota a tutti i gio
atori;2. si ha una tripla f�i; ui; Sig per ogni gio
atore i in 
ui �i �e noto solo algio
atore i.Si parla di gio
o Bayesiano per
h�e i vari �i sono fra di loro indipendenti:se 1 osserva �1 non ha nessuna informazione in merito agli altri �j (j 6= 1)e lo stesso vale per tutti gli altri gio
atori per 
ui le distribuzioni �j nondipendono da �i (i 6= j = 1; : : : ; n) ovvero si ha una indipendenza delledistribuzioni.
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ompleta 80Esempio 4.2 (Esempio 4.1, 
ontinuazione) Vediamo un esempio diquanto asserito riferito al 
aso della �gura 37 (Battaglia dei sessi). In questo
aso:1. i segnali osservati privatamente dal marito (gio
atore 1) sono�1 = fmaritog,2. i segnali osservati privatamente dalla moglie (gio
atore 2) sono�2 = fmoglie;maritog.Le strategie pure sia della moglie (in entrambi i ruoli) sia del marito sono:S1 = S2 = fS;Cg (156)mentre per 2 (moglie) si hanno le seguenti probabilit�a (una il 
omplementodell'altra) asso
iate ai due segnali 
he 2 pu�o ri
evere:1. Pf�2 = maritog = 122. Pf�2 = moglieg = 121 non sa 
he tipo di moglie ha di fronte, se 
on preferenza da moglie o damarito, per 
ui il 
on
etto di equilibrio 
he si vuole de�nire deve spe
i�
are
osa fa la moglie 
on i due tipi di preferenze.1 in �1 vede solo marito mentre 2 in �2 pu�o vedere sia marito sia moglie.Tutti gli elementi di �B sono 
onos
enza 
omune tranne 
he gli e�ettivi valoriassunti dai segnali ri
evuti (o visti) dai singoli gio
atori 
he sono 
onos
enzaprivata.Sempre in questo 
aso si ha:1. �1 
ontiene un solo elemento per 
ui 2 ha piena 
onos
enza del tipo digio
atore 1 
he si trova di fronte;2. d'altra parte 1 non 
onos
e in modo deterministi
o 
he tipo di moglieha di fronte per
h�e non 
onos
e il segnale �2 ma sa solo 
he:�2 2 �2 = fmarito;moglieg (157)La �gura 37 presenta il 
aso in 
ui non si raÆgura l'intervento della Na-tura mentre la �gura 38 
ontiene la des
rizione in forma estesa del gio
o\Battaglia dei sessi" in 
ui 
ompaiono le mosse della Natura 
on le relativeprobabilit�a.Nel 
aso in 
ui 
ompare la Natura 
ome gio
atore imparziale 
he eseguela prima mossa, si ha 
he tale mossa presenta pi�u esiti (due in questo 
a-so) 
on probabilit�a note (agli altri gio
atori) 
he danno luogo ad altrettanterealizzazioni del gio
o. Nel 
aso in esame:
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Figura 38: Battaglia dei sessi 
on Natura (dettagli nel testo)1. se 2 ha osservato \moglie" 
i si trova nella parte del gio
o 
he segue ilramo eti
hettato (a),2. se 2 ha osservato \marito" 
i si trova nella parte del gio
o 
he segue ilramo eti
hettato (b)Il gio
atore 1 non ha tale 
onos
enza per
h�e non 
onos
e �2. Si noti 
he irami (a) e (b) sono eti
hettati 
on le relative probabilit�a 
on 
ui la Natura\estrae" i segnali �2 da �2.Nella �gura 38 l'insieme informativo del gio
atore 1 dipende dal fatto 
he1 non 
onos
e quale s
elta abbia fatto e�ettivamente N mentre gli insiemiinformativi del gio
atore 2 rappresentano il fatto 
he i due gio
atori muovonosimultaneamente.4.2 Rappresentazione dei gio
hi a informazionein
ompletaSorge ora il problema (gi�a esaminato e, in parte, risolto nella sezionepre
edente) di 
ome rappresentare i gio
hi a informazione in
ompleta. Nel
aso di gio
hi a informazione 
ompleta una possibile rappresentazione informa normale �e stata illustrata, ad esempio, in �gura 36. Nel 
aso di gio
hia informazione in
ompleta si deve stabilire la mossa gio
ata da un gio
atorein funzione del valore del segnale da lui ri
evuto. Si parla, in questo 
aso, di



4.2 Rappresentazione dei gio
hi a informazione in
ompleta 82metastrategie del gio
atore i 
ome:msi : �i �! Si (158)ovvero 
ome di una funzione msi 
he mappa l'insieme dei segnali �i 
he ipu�o ri
evere sull'insieme delle sue strategie pure Si, per 
ui ad ogni segnale
orrisponde un insieme di strategie pure in modo 
he la msi sia una 
or-rispondenza. Tornando al 
aso della \Battaglia dei sessi" si deve stabilire
ome il gio
atore 2 gio
a nei due insiemi di informazione mostrati in �gura38.Se MSi rappresenta l'insieme delle metastrategie individuate dalla
orrispondenza msi per il gio
atore i si ha:1. il gio
atore 1 ha 
ome insieme dei segnali �1 = fmaritog,2. il gio
atore 2 ha 
ome insieme dei segnali �2 = fmarito;moglieg.Usando la (158) (spe
ializzata nei due 
asi 
ome funzione da �1 = fmaritoga fS;Cg e da �2 = fmarito;moglieg a fS;Cg), si ha:1. MS1 = fS;Cg2. MS2 = fSS; SC;CS; CCgLa struttura di MS2 merita qual
he 
ommento. Si pu�o vedere la 
osa neidue modi seguenti:1. MS2 
ontiene le 
oppie xy in 
ui x e y assumono valori in fS;Cg e xindividua la mossa se 2 si 
omporta da moglie mentre y individua lamossa se 2 si 
omporta da marito da 
ui le quattro 
ombinazioni;2. MS2 = fms2g dove le ms2 �e de�nita, in base alla (158), dafmarito;moglieg a fS;Cg) per 
ui se ho:(a) ms2(marito) = S(b) ms2(moglie) = Sottengo SS (le altre tre si ottengono in modo simile).In altre parole, le metastrategie del gio
atore 2, MS2, sono ottenute dalle suestrategie pure eseguendo il prodotto 
artesiano fS;Cg�fS;Cg delle strategiein modo da stabilire 
ome si 
omporta il gio
atore 2 per ognuna delle s
elteoperate da N . Essendo il gio
o a mosse simultanee, il gio
atore 1 ha 
omestrategie quelle viste. Se il gio
o fosse a mosse su

essive an
he il gio
atore1 avrebbe un insieme di strategie identi
o a quelle del gio
atore 2, dovendostabilire 
ome muovere a seguito di ogni possibile mossa del gio
atore 2.



4.3 Equilibri di Nash in gio
hi a informazione in
ompleta 834.3 Equilibri di Nash in gio
hi a informazionein
ompletaA questo punto si deve individuare 
ome �e possibile de�nire un equilibriodi Nash (NE nel seguito) per questo tipo di gio
hi denotati 
ome �BN , ovveroforma normale dei gio
hi Bayesiani.De�nizione 4.4 Se MSi sono le metastrategie del gio
atore i�esimo si ha:�BN = fûi;MSigni=1 (159)
on: ûi : MS ! R (160)avendo posto MS = �ni=1MSi in modo 
he sia:ûi(ms) = E�[u1(ms1(�1); : : : ; msn(�n);�)℄ (161)in 
ui E� rappresenta il valore atteso i base alla distribuzione di probabilit�adei segnali in �.Vediamo 
he ruoli hanno i vari \attori", ovvero la Natura e i gio
atori. LaNatura de�nis
e un pro�lo di tipi (o segnali), uno per ogni gio
atore, per 
uide�nis
e: � = (�1; : : : ; �n) (162)e 
omuni
a 
ias
un tipo �i ad ogni gio
atore i in modo privato. I gio
atorisi 
omportano in modo 
he:� il gio
atore 1 s
eglie ms1(�1) 2 S1,� il gio
atore 2 s
eglie ms2(�2) 2 S2,...� il gio
atore n s
eglie msn(�n) 2 Sn.A questo punto si ha l'utilit�a attesa del gio
atore i quando la Natura s
eglie� = (�1; : : : ; �n), ovvero un pro�lo di segnali, uno per ogni gio
atore. Taleutilit�a la indi
o 
on ûi in modo da individuare l'utilit�a attesa di i nello statodel mondo in 
ui la Natura s
eglie � = (�1; : : : ; �n).In un gio
o a informazione in
ompleta, 
on riferimento alla (161), si ha
he la ûi dipende da:1. si, strategia pura del gio
atore i,2. s�i, strategie pure degli altri gio
atori,



4.3 Equilibri di Nash in gio
hi a informazione in
ompleta 843. �, pro�lo dei tipi dei gio
atori.Nel 
aso della �gura 38 si ha 
he il ramo eti
hettato 
ome (a) deriva dal fatto
he �2 vale moglie mentre il ramo eti
hettato 
ome (b) deriva dal fatto 
he �2vale marito. Per risolvere un gio
o 
ome quello di �gura 38 devo 
onos
ere�. Se tale 
onos
enza non �e ne
essaria mi trovo di fronte ad un gio
o adinformazione 
ompleta.De�nizione 4.5 (NE in un gio
o Bayasiano o BNE) Un insieme dimetastrategie ms 2 MS �e NE di un gio
o Bayesiano �B sse ms �e NE diun gio
o Bayesiano in forma normale �BN ovvero sse:ûi(msi; ms�i) � ûi(ms0i; ms�i) (163)8ms0i 2MSi in 
ui msi e ms0i sono metastrategie del gio
atore i e ms�i sonole metastrategie degli altri n� 1 gio
atori.Esempio 4.3 Con riferimento alla �gura 38, le metastrategie dei duegio
atori formano gli insiemi: MS1 = fS;Cg (164)MS2 = fSS; SC;CS; CCg (165)in 
ui per 2 le metastrategie sono del tipo xy dove x �e la mossa di 2 (moglie)se si 
omporta da marito e y se si 
omporta da moglie.Se:1. 1 (il marito) gio
a C mentre:(a) 2 gio
a SS i payo� sono 0; 0 e 0; 1 entrambi 
on probabilit�a 1=2per 
ui l'utilit�a attesa �eper 1: (0 + 0)12 = 0 (166)per 2: (0 + 1)12 = 12 (167)(b) 2 gio
a SC i payo� sono 0; 0 e 2; 2, entrambi 
on probabilit�a 1=2,per 
ui l'utilit�a attesa �eper 1: (0 + 2)12 = 1 (168)per 2: (0 + 2)12 = 1 (169)



4.3 Equilibri di Nash in gio
hi a informazione in
ompleta 85(
) 2 gio
a CS i payo� sono 2; 4 e 0; 1, entrambi 
on probabilit�a 1=2,per 
ui l'utilit�a attesa �eper 1: (2 + 0)12 = 1 (170)per 2: (4 + 1)12 = 52 (171)(d) 2 gio
a CC i payo� sono 2; 4 e 2; 2, entrambi 
on probabilit�a 1=2,per 
ui l'utilit�a attesa �eper 1: (2 + 2)12 = 2 (172)per 2: (2 + 4)12 = 3 (173)2. 1 (il marito) gio
a S mentre:(a) 2 gio
a SS i payo� sono 4; 2 e 4; 4, entrambi 
on probabilit�a 1=2,per 
ui l'utilit�a attesa �eper 1: (4 + 4)12 = 4 (174)per 2: (2 + 4)12 = 3 (175)(b) 2 gio
a SC i payo� sono 4; 2 e 1; 0, entrambi 
on probabilit�a 1=2,per 
ui l'utilit�a attesa �eper 1: (4 + 1)12 = 52 (176)per 2: (2 + 0)12 = 1 (177)(
) 2 gio
a CS i payo� sono 1; 1 e 4; 4, entrambi 
on probabilit�a 1=2,per 
ui l'utilit�a attesa �eper 1: (1 + 4)12 = 52 (178)per 2: (1 + 4)12 = 52 (179)



4.3 Equilibri di Nash in gio
hi a informazione in
ompleta 86(d) 2 gio
a CC i payo� sono 1; 1 e 1; 0, entrambi 
on probabilit�a 1=2,per 
ui l'utilit�a attesa �eper 1: (1 + 1)12 = 1 (180)per 2: (1 + 0)12 = 12 (181)I payo� 
os�� 
al
olati sono riportati nella tabella di �gura 39.

Figura 39: Battaglia dei sessi: metastrategie e payo� (dettagli nel testo)Dopo aver 
al
olato tutte le entry della tabella si pro
ede 
ome nel 
aso deigio
hi a informazione 
ompleta solo 
he, in questo 
aso, sono in gio
o meta-strategie.Si 
er
ano gli equilibri 
ome se si avessero strategie pure e tali equilibri sonoquelli del gio
o a informazione in
ompleta da 
ui siamo partiti.�E fa
ile vedere, esaminando i payo� della tabella, 
he:1. per il gio
atore 2 la strategia SC �e strettamente dominata dalla strategiaCS,2. (S; SS) �e un NE,3. (C;CC) �e un NE,ed entrambi sono, pertanto, BNE.La metodologia funziona bene se il numero degli elementi di MS non �e moltoalto ovvero se:1. l'insieme delle strategie pure dei singoli gio
atori Si non �e molto grande(nel 
aso visto entrambi i gio
atori hanno 
ome strategie pure fS;Cg),



4.4 Altre de�nizioni di equilibrio 872. l'insiemi dei segnali 
he ogni gio
atore pu�o ri
evere �i non �e moltogrande (nel 
aso visto si ha 
he 1 ri
eve �1 = fmaritog e 2 ri
eve�2 = fmarito;moglieg).4.4 Altre de�nizioni di equilibrioAll'equilibrio la metastrategia msi �e la risposta ottimale del gio
atorei�esimo al 
omportamento degli altri. Si ha la seguente proposizione.Proposizione 4.1 Un pro�lo di metastrategie pure ms �e BNE di �B sse:E�i[ui(msi(�i); ms�i(��i);�)℄ � E�i[s0i; ms�i(��i);�i;��i)℄ (182)in 
ui si ha � = (�i;��i).Si 
onsidera il 
omportamento del gio
atore i non ex-ante, ovvero prima 
heveda il segnale, ma ex-post, ovvero dopo 
he lo ha visto, per 
ui i non gio
amsi(�i) ma s0i e 
i�o deve valere 8 s0i 2 Si, 8 �i 2 �i e per tutti i gio
atorii = 1; : : : ; n.Per il gio
atore i si ha l'utilit�a dopo 
he ha osservato il segnale �i ma 
i�onon vale per gli altri, per i quali si ha ��i: ogni gio
atore osserva il propriosegnale ma non vede quelli degli altri e, pertanto, si parla di informazionein
ompleta. La de�nizione della ui prevede 
he i 
onos
a �i ma poi
h�e inon 
onos
e i segnali ri
evuti dagli altri gio
atori pu�o solo usare s0i e s
eglierefra le seguenti azioni:1. msi(�i) 2 Si,2. s0i 2 Si.Se il 
al
olo �e quello di E�i [E�i [ui()℄℄ si ottiene ûi(ms): la di�erenza �e framassimizzare una sommatoria e massimizzare gli addendi. Nel 
aso della\Battaglia dei sessi" si hanno tre gio
atori:1. marito,2. moglie 
on preferenze da marito,3. moglie 
on preferenze da moglie.Il primo �e un gio
atore \puro" per
h�e ha un solo 
omportamento possibile(ri
eve un solo segnale) mentre gli altri due sono un gio
atore \spe
ializzato"mediante due segnali diversi.



4.5 Asta di primo prezzo (inizio) 884.5 Asta di primo prezzo (inizio)La situazione �e la seguente. Si ha un venditore di un bene e n poten-ziali 
ompratori o o�erenti (per 
ui si hanno n o�erte): ogni o�erente faun'o�erta in modo privato (non visto dagli altri) e la passa al venditore. Chio�re di pi�u ottiene il bene messo all'asta e paga un prezzo pari alla propriao�erta. Se si hanno o�erte di pari entit�a massima, i relativi o�erenti sonoinseriti in una lotteria equa (
on tanti eventi equiprobabili quanti sono glio�erenti a pari merito) al 
ui vin
itore viene assegnato il bene. Si ha quindi,in modo pi�u formale:1. n o�erte,2. 8 i = 1; : : : ; n si ha il tipo del gio
atore i ovvero �i = [0; 1℄,3. 8 i = 1; : : : ; n, Vi 2 �i dove Vi �e la valutazione del bene da parte delgio
atore i,4. se i \vin
e" l'asta pagando p la sua utilit�a �e data da Vi � p e dipendesolo da �i 2 �i,5. la Vi �e distribuita 
on un funzione di ripartizione o distribuzione F ,tale 
he F (k) = P (Vi � k), e densit�a f 
ontinua e non nulla su [0; 1℄,6. 8i; j = 1; : : : ; n, i 6= j, Vi e Vj sono indipendenti e identi
amentedistribuite (in breve iid),7. le o�erte possibili (e quindi le possibili strategie pure) sono Si 2[0;+1).Si devono de�nire le utilit�a Ui dei singoli gio
atori:Ui = 8>>>><>>>>: Vi � si se si > sj 8i 6= jVi�sik se ho k offerte uguali0 se 9j 6= i tale 
he sj > si (183)A questo punto il gio
o �e spe
i�
ato dal momento 
he si hanno i gio
atori,le strategie e i payo�. Il gio
o �e a informazione in
ompleta per
h�e ognigio
atore i 
onos
e solo la propria valutazione Vi e di tale gio
o si vuole unBNE.Un BNE �e un pro�lo di strategie: �1 : : : �n (184)



4.5 Asta di primo prezzo (inizio) 89de�nite 
ome: �i : [0; 1℄ �! [0;+1) (185)dalle valutazioni alle o�erte.Se, ad esempio, il gio
atore i ha una valutazione pari a Vi = 0:6 e fa un'o�ertapari alla sua valutazione si ha �i = 0:6 per 
ui, se vin
e l'asta, ha una utilit�anulla. Si pu�o dimostrare 
he per un qualunque BNE deve essere:�1 = �2 = � � � = �n = � (186)ovvero tutti i gio
atori hanno la stessa funzione o�erta. Si noti 
he non �evero 
he tutti fanno la stessa o�erta ma �e vero 
he tutti i gio
atori adottanola stessa strategia di o�erta per 
ui posso avere:1. �1(0:6) = �2(0:6) 6= �1(0:2),2. �1(0:6) = �2(0:6) 6= �1(0:2) = �2(0:2)Se vale la (186) (
on le ipotesi di seguito spe
i�
ate) l'equilibrio si di
esimmetri
o. Sulla � si fanno le seguenti ipotesi.1. � �e strettamente 
res
ente (ovvero 
hi ha una valutazione pi�u alta diun bene o�re di pi�u) e derivabile.2. �(0) � 0 da 
ui �(0) = 0: se un gio
atore (
on valutazione 0) vin
epaga �(0) 
he deve essere 0 per
h�e se no avrei una utilit�a 0��(0) � 0.Si vuole l'utilit�a di i (
on valutazione V ) quando o�re b 2 R. Si hanno due
asi (se si es
lude il 
aso di parit�a):1. i vin
e l'asta e la sua utilit�a �e V � b,2. i perde l'asta e la sua utilit�a �e nulla,per 
ui l'utilit�a attesa del gio
atore i �e data da:(V � b)P (b > �(Vj)) (187)8j 6= i. In questo 
aso l'o�erta di i �e migliore di quella degli altri j 6= i 
heo�rono �(Vj). Sotto le ipotesi:1. Vi 
on distribuzione 
ontinua;2. � 
ontinua,
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Figura 40: Andamento possibile di � (dettagli nel testo)si ha, 
ome nel 
aso delle v. a. 
ontinue:P (�(Vj) = k) = 0 (188)per 
ui si ha b 2 [0; �(1)℄ = Im(�). Poi
h�e � �e 
res
ente e derivabile ilmassimo dell'immagine lo si ha in �(1).Si vede ora per
h�e l'o�erta non possa assumere valori qualunque.O�rire b > �(1) �e stupido in quanto non ottimale per
h�e in tal 
aso sel'o�erente vin
e l'asta paga pi�u della sua valutazione e per
i�o ha una utilit�anegativa. Dato b 2 [0; �(1)℄ (vedi la �gura 40) 9w 2 (0; 1℄ tale 
he:�(w) = b (189)(
onseguenza del teorema dei valori intermedi) 
io�e l'o�erta 
he si deve fareviene fatta all'equilibrio dall'o�erente di tipo w.S
rivo ora la relazione 
he esprime l'utilit�a attesa per il gio
atore i e di 
uivoglio il massimo rispetto a b (nei 
al
oli sfrutto l'identit�a b = �(w)):(V � b)P (b > �(Vj)) = (V � �(w))P (�(w) > �(Vj)) (190)8 j 6= i.La �, 
ome visto, �e strettamente 
res
ente per 
ui si ha 
he la 
ondizione:�(w) > �(Vj) (191)
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ui la (190) (dal momento 
he P (�(w) > �(Vj)) = P (w > Vj) 
on w�ssato e 
he la 
ondizione j 6= i si tradu
e in n � 1 o�erenti 
on la stessadistribuzione F , per 
ui si ha P (w > Vj) = F n�1(w)) si trasforma nella4:(V � �(w))F n�1(w) (194)di 
ui si vuole il massimo. All'equilibrio (ovvero all'ottimo) si deve averene
essariamente:1. b = �(w)2. w = Vovvero il b ottimo �e �(V ) (vedi la �gura 40): poi
h�e gli altri n� 1 gio
atorigio
ano se
ondo � ovvero usando � allora an
he per i �e ottimo usare � 
he,pertanto, rappresenta la funzione 
er
ata.A questo punto riprendo la (194) 
ome funzione di w e impongo la 
ondizionene
essaria di ottimo (suÆ
iente per 
ome ho spe
i�
ato la �) per 
ui la derivorispetto a w e impongo uguale a 0 la derivata in modo da ottenere:�� 0(w)F n�1(w) + (V � �(w))(n� 1)F n�2f(w) = 0 (195)in 
ui f(w) �e la derivata di F (w). Risolvendo la (195) (ponendo V = w)ottengo:V (n� 1)F n�2(V )f(V ) = � 0(V )F n�1(V ) + �(V )(n� 1)F n�2(V )f(V ) (196)ovvero una equazione di�erenziale in 
ui l'in
ognita �e �(V ), 
on la 
ondizioneiniziale �(0) = 0. Per risolvere tale equazione di�erenziale posso 
al
olarel'integrale de�nito fra 0 e k dei due membri:1. per il se
ondo membro ho 
he la primitiva �e:�(V )F n�1(V ) jk0 (197)
on �(0) = 0,4Si sfrutta il seguente fatto:F (w) = P (Vj � w) = P (w � Vj) = P (w > Vj) + P (w = Vj) (193)
on P (w = Vj) = 0 essendo le v. a. 
ontinue.



4.5 Asta di primo prezzo (inizio) 922. per il primo membro ho:Z k0 V dF n�1(V ) = Z k0 (n� 1)F n�2f(V )dV (198)in modo da ottenere: Z k0 V dF n�1(V ) = �(k)F n�1(k) (199)e quindi: �(k) = R k0 V dF n�1(V )F n�1(k) = E[V (1)�1 j V (1)�1 < k℄ (200)in 
ui F n�1(k) �e relativa a tutti gli altri n� 1 gio
atori.Nota 4.2 Lo s
opo �e ottenere � ovvero la funzione di o�erta 
omune a tuttii gio
atori.



935 Quinta Lezione5.1 Asta di primo prezzo (
ontinuazione)Nota 5.1 (Integrazione per parti) Per risolvere l'equazione (200) (ve-di la �ne della lezione pre
edente) si usa l'integrazione per parti la 
uiformulazione generale �e la seguente:Z udv = Z d(uv)� Z vdu = uv � Z vdu (201)Se ora si pone:1. u = z,2. v = F n�1(z),3. F n�1(0) = 0,l'equazione (200) 
he qui ris
riviamo (
on al
une modi�
he) per 
omodit�a:�(V ) = R V0 zdF n�1(z)F n�1(V ) (202)si tradu
e nella seguente:�(V ) = V � R V0 F n�1(z)dzF n�1(V ) < V (203)in 
ui: R V0 F n�1(z)dzF n�1(V ) (204)rappresenta quanto i o�re di meno rispetto alla propria valutazione V delbene messo all'asta. Ogni o�erente o�re meno della propria valutazione, seo�re una 
ifra uguale alla propria valutazione del bene e vin
e l'asta la suautilit�a �e nulla mentre non ha senso 
he o�ra di pi�u della sua valutazione (in
aso di vittoria dell'asta avrebbe una utilit�a negativa). Si noti 
he:( F (z)F (V ))n�1 (205)de
res
e al 
res
ere di n in quanto F (V ) 2 (0; 1), z 2 (0; V ) e F (z) < F (V )per 
ui il rapporto fra le due grandezze �e minore di 1 e tende a 0 al 
res
eredi n.



5.1 Asta di primo prezzo (
ontinuazione) 94Se ho una densit�a f > 0 allora la distribuzione F �e 
res
ente e l'integrale fra0 e V 
he 
ompare nella (203) tende a 0 per n �!1, dove n rappresenta ilnumero di parte
ipanti all'asta. Ci�o vuol dire 
he tanto pi�u alto �e il numerodei parte
ipanti quanto pi�u 
ias
uno di essi tende a fare un'o�erta prossimaalla propria valutazione del bene messo all'asta. Nella (202) a numeratore
ompare F n�1(z) ovvero le distribuzioni degli altri n � 1 gio
atori mentrea denominatore 
ompare la valutazione del gio
atore i sotto forma della Vargomento della F n�1. Se si ri
orda la (200) si ha 
he in essa 
ompare lagrandezza: E[V (1)�1 j V (1)�1 < V ℄ (206)in 
ui V �e la valutazione del gio
atore i�esimo e V (1)�i �e la valutazione pi�ualta degli altri. La (206) esprime una 
ondizione dipendente dal fatto 
he ilgio
atore i vin
e l'asta.
Figura 41: Asta di primo prezzo (dettagli nel testo)Con riferimento alla �gura 41 si pu�o 
al
olare la PfVj � k j Vj < V g nei due
asi k < V (in alto) e k � V (in basso). Si ha la seguente relazione di validit�agenerale: PfVj � k j Vj < V g = PfVj � k & Vj < V gPfVj < V g (207)Nel 
aso k < V la (207) diviene:PfVj � kgPfVj < V g = F (k)F (V ) (208)mentre, nel 
aso k � V , la (207) diviene:PfVj � V gPfVj < V g = 1 (209)dal momento 
he si tratta di v.a. 
ontinue e 
he la probabilit�a 
he una v. a.assuma un pre
iso valore �e nulla. Sfruttando tale risultato e l'indipendenza



5.1 Asta di primo prezzo (
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he tutti i Vj siano inferiori a k. Siha quindi: PfVj � k 8j 6= i j Vj < V 8j 6= i g = ( F (k)F (V ))n�1 (210)ovvero, essendo V (1)�1 il massimo dei Vj 8j 6= i:PfV (1)�1 � k 8j 6= i j Vj < V 8j 6= i g = ( F (k)F (V ))n�1 (211)in 
ui: ( F (k)F (V ))n�1 (212)�e una funzione di ripartizione e quindi:dF n�1(z)F n�1(V ) (213)�e una densit�a in modo 
he sia:R V0 zdF n�1(z)F n�1(V ) = E[V (1)�1 j V (1)�1 < V ℄ (214)Nella (214) si ha 
he il primo membro �e il valore atteso della valutazione pi�ualta degli altri 
ondizionato dal fatto 
he tale valore non �e maggiore di Vovvero dell'o�erta Vi del gio
atore i�esimo.Nota 5.2 (Ri
avo del venditore) Il ri
avo del venditore �e l'o�erta delmaggior o�erente.Se 
on V (1) indi
o il valore pi�u alto fra tutti quelli o�erti e 
on R indi
oil ri
avo del venditore ho R = �(V (1)) e il 
al
olo di R 
oin
ide 
on lavalutazione della seguente espressione:R = E[V (2) j V (2) � V (1)℄ (215)in 
ui V (2) �e la valutazione pi�u alta subito inferiore a V (1) ovvero �e la se
ondavalutazione pi�u alta. Si parla di \ordered statisti
s". Si ha, quindi, dalla(215) in 
ui V (1) gio
a il ruolo di un parametro:E[R℄ = EV (1) [E[V (2) j V (2) � V (1)℄℄ (216)Nella (216) 
ompare una doppia aspettazione tramite la quale si ri
ava 
he:E[R℄ = E[V (1)℄ (217)
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avo ottimo 
oin
ide 
on la prima valutazione pi�u alta. Vediamoora 
ome sia possibile arrivare a tale risultato. Si ha:E[R℄ = EV (1) [�(V (1)℄ = EV (1) [R V0 zdF n�1(z)F n�1(V n�1) ℄ (218)Se 
onsidero: P (V (1) � k) = F n(k) + nF n�1(k)(1� F (k)) (219)(in 
ui 
onteggio tutte le o�erte inferiori a k (primo addendo) e n volte il
aso in 
ui n � 1 sono inferiori a k mentre 1 �e pi�u alta) ho la funzione diripartizione di V (1) e quindi la (217).5.2 Altri tipi di aste5.2.1 Aste \all pay"Sono aste in 
ui n parte
ipanti fanno un'o�erta e 
hi o�re di pi�u vin
el'asta ma tutti pagano, 
ias
uno la propria o�erta: gli o�erenti o�rono dimeno (se perdono devono pagare) ma 
hi vende in
assa da tutti per 
ui uneventuale minor in
asso rispetto al 
aso dell'asta di primo prezzo dipende daquanto sono minori le o�erte dei singoli parte
ipanti. Per ogni funzione didistribuzione F il ri
avo atteso �e identi
o al 
aso pre
edente mentre 
ambiala funzione o�erta 
he ora �e del tipo:�(V ) = Z V0 zdF n�1(z) (220)In questo tipo di asta il venditore in
assa gli stessi soldi 
he in
assa nel 
asodell'asta di primo prezzo a patto 
he siano soddisfatte le seguenti ipotesi:1. le distribuzioni dei gio
atori sono le stesse,2. le distribuzioni sono fra loro indipendenti.5.2.2 Aste di se
ondo prezzoSono aste in 
ui n parte
ipanti fanno un'o�erta e 
hi o�re di pi�u vin
el'asta ma paga un prezzo pari alla se
onda o�erta pi�u alta: il ri
avo atteso�e identi
o a quello nel 
aso di asta di primo prezzo. Per quanto riguarda lafunzione o�erta si ha: �(V ) = R V0 zdF n�1(z)F n�1(V ) (221)
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Figura 42: (Dettagli nel testo)Tale relazione la si ri
ava imponendo 
ondizioni del primo ordine. Tale so-luzione, per�o, non �e uni
a dato 
he ne esistono altre. Si deve dimostrare 
hew = V �e ottimale. In questo 
aso la 
ondizione del primo ordine (derivataprima uguale a zero) �e suÆ
iente per 
ui si deve veri�
are 
he, data �, w = V�e ottimale per il tipo V del gio
atore i�esimo. Si ha:�(w) = w � R w0 F n�1(z)dzF n�1 (222)ovvero:(V��(w))F n�1(w) = (V�w+R w0 F n�1(z)dzF n�1(w) )F n�1(w) = (V�w)F n�1(w)+Z w0 F n�1(z)dz(223)in 
ui nel primo passaggio si usa la (222). Se ora derivo rispetto a w ottengo(vedi la �gura 42):�F n�1(w) + (V � w)(F n�1(w))0 + F n�1(w) = (V � w)(F n�1(w))0 (224)
he ha lo stesso segno di V �w per
h�e F �e 
res
ente e lo stesso vale per F n�1per 
ui la sua derivata �e positiva. Si ha quindi:1. se w < V il segno �e positivo,2. se w > V il segno �e negativoper 
ui si ha un massimo per w = V .
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hi dinami
iI gio
hi dinami
i sono gio
hi in 
ui i gio
atori eseguono le mosse insu

essione e non simultaneamente: in questo 
aso un gio
atore, al momentodi eseguire la sua mossa, 
onos
e le mosse pre
edenti fatte dagli altri (non
h�ele sue). L'aggettivo \dinami
o" tradu
e il fatto 
he un gio
atore pu�o adattarela sua strategia alle mosse fatte dai gio
atori 
he hanno gio
ato prima di lui.Esempio 5.1 La �gura 43 presenta un esempio di gio
o dinami
o des
rittoin forma estesa e in forma normale. In questo 
aso gli insiemi informativisono dei singoletti per 
ui le strategie pure dei gio
atori sono:1. S1 = fA;Bg,2. S2 = fC;Dg.

Figura 43: Esempio di gio
o dinami
o (dettagli nel testo)Il gio
o pu�o essere risolto per dominanza debole notando 
he �e C � D per
ui, nel gio
o ridotto, si ha: B � A (225)in modo 
he l'uni
o NE 
redibile sia (B;C).La forma normale perde un po' delle informazioni 
ontenute nella formaestesa ma dalla sua analisi si pu�o dedurre 
he:1. si hanno due NE in strategie pure: (A;D) e (B;C),2. si hanno in�niti equilibri in strategie miste.
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atore 1, (p; 1� p);2. per il gio
atore 2, (q; 1� q);e si impone 
he sia:1. u1(A; �2) = u1(B; �2),2. u2(�1; C) = u2(�1; D),dalla se
onda 
ondizione si ottiene p = 1 (
io�e il gio
atore 1 gio
a una stra-tegia pura A) in modo 
he q possa assumere qualunque valore in (0; 1).Se analizzo il gio
o in forma estesa ho 
he:1. se 1 gio
a A il gio
o termina 
on i payo� (nell'ordine) 5 e 4 e il
omportamento di 2 �e inin
uente dal momento 
he non gli spetta dimuovere;2. se 1 pensa di gio
are B pu�o pensare 
he 2 risponda 
on D e in questo
aso i payo� sono (nell'ordine) 2 e 0 ma tale ipotesi non �e fondata dato
he 2 gio
ando C ottiene un payo� pi�u elevato (3 inve
e di 0) per 
ui(A;D) �e un NE po
o 
redibile;3. la mossa D serve a \spaventare" 1 in modo da indurlo a gio
are A ma,nel 
ontesto del gio
o di �gura 43, tale mina

ia non �e 
redibile per 
ui1 gio
a B a 
ui 2 repli
a 
on C in modo 
he i payo� siano, nell'ordine,7 e 3.Prima di analizzare e risolvere i gio
hi dinami
i si introdu
ono al
une de-�nizioni preliminari fra 
ui quella di sottogio
o e di equilibrio per isottogio
hi.De�nizione 5.1 (De�nizione di sottogio
o) Un sottogio
o �e 
aratteriz-zato dalle seguenti propriet�a:1. inizia 
on un insieme di informazione 
he �e un singoletto (ovvero �e
omposto da un solo nodo);2. 
ontiene tutti i nodi su

essori del suo nodo iniziale;3. non spezza insiemi di informazioni 
he 
ontengono nodi su

essori delnodo iniziale.Con riferimento alla �gura 44 (a) si ha:
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Figura 44: Sottogio
hi e non (dettagli nel testo)1. il rettangolo tratteggiato di sinistra individua un sottogio
o,2. il rettangolo tratteggiato di destra non individua un sottogio
o per
h�eviola la prima delle propriet�a suddette,3. l'uni
o altro sottogio
o �e il gio
o stesso.Con riferimento alla �gura 44 (b) si ha:1. il rettangolo tratteggiato di destra non individua un sottogio
o per
h�eviola la terza delle propriet�a suddette,2. il gio
o presenta un solo sottogio
o 
he 
oin
ide 
on il gio
o stesso.Nota 5.3 Se i gio
atori sanno di essere in un sottogio
o questo pu�o esserevisto 
ome un gio
o a s�e stante, autonomo rispetto al gio
o nella sua globa-
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aso si pu�o volere un NE del sottogio
o, detto SPNE ovveroSubgame Perfe
t NE 
he rappresenta un raÆnamento del 
on
etto di NE.De�nizione 5.2 Dato un gio
o rappresentato in forma estesa �E, un suosottogio
o proprio �e un sottogio
o 
he non 
oin
ide 
on il gio
o dato e soddisfale propriet�a della De�nizione 5.1. Lo si indi
a 
on 
�E .De�nizione 5.3 Un pro�lo di strategie pure o miste �e un SPNE per ungio
o in forma estesa �E se indu
e un NE in ogni sottogio
o proprio 
�E di�E.

Figura 45: Sottogio
hi propri e non (dettagli nel testo)Con riferimento alla �gura 45 si ha 
he i sottogio
hi del gio
o 
he vi vienerappresentato sono:1. il gio
o intero di �gura 45 (a),2. il sottogio
o proprio di �gura 45 (b).Poi
h�e il gio
o �E �e un sottogio
o di s�e stesso ogni NE �e an
he un SPNE.Dall'analisi svolta nell'Esempio 5.1 si ha 
he (A;D) �e un NE, si vuole saperese �e an
he un SPNE. Per veri�
arlo 
onsidero l'uni
o sottogio
o proprio mo-strato in �gura 45 (b). Tale sottogio
o 
oinvolge solo il gio
atore 2: �e fa
ilevedere 
he, essendo 3 > 0, un NE del sottogio
o �e C per 
ui (A;D) indu
enel sottogio
o la mossa D (distinta da C). Tale mossa non �e un NE per ilsottogio
o per 
ui (A;D) indu
e D nel sottogio
o mentre il NE del sottogio
o
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he (A;D) non �e SPNE.L'altro NE individuato nell'Esempio 5.1 �e (B;C) 
he, per quanto detto pri-ma, �e un SPNE dato 
he indu
e nel sottogio
o la mossa C 
he �e NE peril sottogio
o. Si ha quindi 
he (B;C) �e l'uni
o SPNE del gio
o nella suainterezza.Se 2 non pu�o gio
are o vede restringere la sua s
elta in modo da non potergio
are C (pre
ludendosi una s
elta per lui ottimale) tale fatto (se noto) in-
uenza 1 
he, a priori, pu�o sempre s
egliere A o B: se s
eglie B sa 
he dopopu�o solo seguire D 
on payo� 2 e 0 per 
ui 1 s
eglie A 
on payo� 5 e 4.Esempio 5.2 Nel 
aso del gio
o di �gura 46 si hanno due possibilisottogio
hi:1. il gio
o nella sua interezza,2. il sottogio
o proprio 
he si diparte dal nodo eti
hettato 
on 1 distintodalla radi
e dell'albero.Se si 
onsidera l'uni
o sottogio
o proprio e lo si rappresenta sia in formaestesa sia in forma normale (vedi la �gura 47) �e possibile analizzarlo allari
er
a di eventuali NE in strategie pure. Nel sottogio
o proprio si ha 
he per

Figura 46: NE e SPNE (dettagli nel testo)
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atore 2 la strategia F �e strettamente dominante dal momento 
he per ipayo� di 2 si ha:1. 5 > 3,2. 3 > 2per 
ui 2 gio
a F e, quindi, 1 gio
a D dal momento 
he 4 > 3. Se riportotali dis
orsi sulla forma normale ho 
he, dalla dominanza di F su E per 2,segue la dominanza (
an
ellazioni iterate) di D su C per 1 per 
ui l'uni
oNE del sottogio
o proprio �e (D;F ). Da 
i�o segue 
he ogni SPNE del gio
ointero �E deve essere fatto 
os��. Si

ome 2 deve gio
are F , se 1 gio
a C tale

Figura 47: Sottogio
o 
on SPNE (dettagli nel testo)mossa non indu
e un NE nel sottogio
o proprio ma se 1 gio
a D allora lamossa indu
e un NE nel sottogio
o proprio. In tal 
aso posso sostituire ilsottogio
o proprio 
on l'esito 
he ne rappresenta il NE in modo da ottenereil gio
o ridotto raÆgurato in basso a destra nella �gura 47.Da tale gio
o ridotto (
he 
ontiene il NE del sottogio
o proprio) si vede 
he1 preferis
e B (per
h�e 4 > 3) per 
ui si ha il SPNE di �E.In modo formale si ha 
he il SPNE del gio
o �E �e dato da:BD;F (226)
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o 
ompleto le strategie di 1 sono, infatti, le seguenti:S1 = fA;Bg � fC;Dg = fAC;AD;BC;BDg (228)mentre le strategie di 2 sono: S2 = fE; Fg (229)Si parla di ba
kward indu
tion per ogni sottogio
o terminale (ovvero perogni sottogio
o 
he non 
ontiene sottogio
hi).Si

ome nell'uni
o sottogio
o proprio si ha un solo NE dato da (D;F ) �e fa
ilevedere 
he:1. (AC;E) �e un NE ma non �e uno SPNE,2. (AD;E) �e un NE ma non �e uno SPNE.Nota 5.4 Il fatto 
he per il gio
atore 2 si ha una dominanza stretta nell'uni
osottogio
o proprio signi�
a 
he 2 gio
a una strategia pura per 
ui lo stessovale an
he per il gio
atore 1.Esempio 5.3 Se si modi�
a l'esempio delle �gure 46 e 47 
ome illustratoin �gura 48 si ha 
he il gio
o presenta di nuovo un solo sottogio
o proprio,indi
ato dal rettangolo tratteggiato e denotato 
on 
. In questo 
aso per 2n�e F n�e E sono strettamente dominanti. Se si rappresenta il sottogio
o informa normale (vedi la tabella in �gura 48) nel sottogio
o si hanno i seguentiNE in strategie pure:1. se 2 gio
a E 1 gio
a C mentre se 1 gio
a C allora 2 gio
a E per 
ui(C;E) �e NE per il sottogio
o;2. se 2 gio
a F 1 gio
a D mentre se 1 gio
a D allora 2 gio
a F per 
ui(D;F ) �e NE per il sottogio
o.In strategie miste l'uni
o NE �e dato da:1. (12C + 12D; 12E + 12F )
al
olato assegnando le probabilit�a x; 1 � x a 2 e y; 1 � y a 1, 
al
olando leutilit�a attese ed imponendo le 
ondizioni di indi�erenza.In questo 
aso �e meno evidente 
ome pro
edere all'indietro 
on la ba
kwardindu
tion dal momento 
he il sottogio
o proprio ha tre NE (due in strategiepure e uno in strategie miste). A questo punto 
i si pongono le seguentidomande.
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Figura 48: Gio
o 
on sottogio
o e SPNE (dettagli nel testo)1. Se esistono SPNE 
he indu
ono il NE (C;E) nel sottogio
o proprio 
:
on riferimento alla �gura 49(a) si ha un gio
o ridotto in 
ui nel gio
o
ompleto il sottogio
o �e sostituito dal NE (C;E) per 
ui 1 s
eglie A enon B per massimizzare la propria utilit�a e quindi (AC;E) �e SPNE inquanto indu
e (C;E) nel sottogio
o.2. Se esistono SPNE 
he indu
ono il NE (D;F ) nel sottogio
o proprio 
:
on riferimento alla �gura 49(b) si ha un gio
o ridotto in 
ui nel gio
o
ompleto il sottogio
o �e sostituito dal NE (D;F ) per 
ui 1 s
eglie B enon A per massimizzare la propria utilit�a e quindi (BD;F ) �e SPNE inquanto indu
e (D;F ) nel sottogio
o.3. Se esistono SPNE 
he indu
ono il NE (12C+ 12D; 12E+ 12F ) nel sottogio
oproprio 
: 
on riferimento alla �gura 49(
) si ha un gio
o ridotto in 
uinel gio
o 
ompleto il sottogio
o �e sostituito dal NE (12C+ 12D; 12E+ 12F )per 
ui 1 s
eglie A e non B per massimizzare la propria utilit�a e quindi(12C + 12D; 12E + 12F ) �e SPNE.Nel gio
o 
omplessivo le strategie dei due gio
atori sono:S1 = fA;Bg � fC;Dg = fAC;AD;BC;BDg (230)S2 = fE; Fg (231)Nell'esempio di �gura 49 si hanno tre SPNE ovvero:
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Figura 49: Gio
hi ridotti e SPNE (dettagli nel testo)1. (AC;E)2. (A12C + 12D; 12E + 12F )3. (BD;F )Nei primi due 1 gio
a A e il gio
o termina, nel terzo si entra nel sottogio
o. La�gura 50 illustra il 
al
olo delle utilit�a per la strategia mista (12C+ 12D; 12E+12F ) (vedi an
he la �gura 49(
)). Si hanno le seguenti utilit�a attese:1. per il gio
atore 1 (2 + 3 + 1 + 4)12 12 = 52 (232)2. per il gio
atore 2 (6 + 5 + 2 + 3)12 12 = 4 (233)
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Figura 50: Strategia mista (dettagli nel testo)5.4 Eser
izi5.4.1 Eser
izio 1La �gura 51 presenta un gio
o a somma nulla a due gio
atori 
on mossesimultanee in forma estesa. Il gio
o si svolge nel modo seguente:1. il gio
atore 1 pu�o o terminare il gio
o subito (mossa Q, per quit) 
onpayo� 1=3;�1=3 oppure entrare nel gio
o (mossa E, per enter),2. se 1 inizia il gio
o vero e proprio entrambi puntano simultaneamentetesta (H) o 
ro
e (T );3. se entrambi puntano H o T vin
e 2 e i payo� sono �1;+1;4. se uno punta T e l'altro H vin
e 1 e i payo� sono +1;�1.Le strategie pure dei due gio
atori sono le seguenti:1. S1 = fQ;Eg � fH; Tg = fQH;QT;EH;ETg2. S2 = fH; TgLa �gura 52 presenta la forma normale dello stesso gio
o. �E possibile usarela rappresentazione in forma normale per ri
avare le strategie miste. Atale s
opo si assegnano distribuzioni di probabilit�a �1 e �2 rispettivamentealle strategie pure S1 e S2 ovvero:1. �1 = fp; q; z; 1� p� q � zg
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Figura 51: Eser
izio 1: forma estesa (dettagli nel testo)2. �2 = fr; 1� rg
on p; q; r; z 2 [0; 1℄ (vedi la �gura 52).Se 
onsidero il sottogio
o (A) di �gura 52, sfruttando l'indipendenza statisti-
a delle mosse dei due gio
atori, ottengo la seguente espressione delle utilit�aattese:(rp+ rq + (1� r)p+ (1� r)q; rp+ rq + (1� r)p+ (1� r)q)(13 ;�13)T (234)svolgendo i 
al
oli e sempli�
ando si arriva a:(p+ q; p+ q)(13 ;�13)T (235)eguagliando le due utilit�a attese si ha 
ome uni
a soluzionep = q = 0 (236)per 
ui il gio
atore 1 non s
eglie le strategie QH e QT .Partendo dalla (236) si 
onsidera ora il sottogio
o (B) di �gura 52. Il 
al
olodelle utilit�a attese d�a luogo alle seguenti relazioni:1. per il gio
atore 1E[1℄ = �rz + r(1� z) + z(1� r)� (1� r)(1� z) (237)
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Figura 52: Eser
izio 1: forma normale (dettagli nel testo)2. per il gio
atore 2E[2℄ = rz � r(1� z)� z(1� r) + (1� r)(1� z) (238)ovvero E[1℄ = �E[2℄.Svolgendo i 
al
oli nelle (237) e (238), sempli�
ando ed eguagliando le espres-sioni 
os�� ottenute (
ondizione di indi�erenza) si hanno i valori di probabilit�a
he rendono i gio
atori 1 e 2 indi�erenti alle strategie 
on probabilit�a nonnulla (ovvero EH e ET per 1 e H e T per 2):r = z = 12 (239)per 
ui un NE in strategie miste �e possibile 
on le seguenti distribuzioni diprobabilit�a:1. �1 = f0; 0; 12 ; 12g2. �2 = f12 ; 12g
ui 
orrispondono le strategie miste:1. per 1: 12EH + 12ET2. per 2: 12H + 12T
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izio 2La �gura 53 (a) presenta la forma estesa di un gio
o a due gio
atori e amosse su

essive in 
ui i gio
atori 1 e 2 hanno le seguenti strategie:

Figura 53: Eser
izio 2: forma estesa (a) sottogio
o proprio (b) e gio
o ridotto(
) (dettagli nel testo)1. S1 = fA;Bg2. S2 = fC;DgDall'analisi della forma normale di tale gio
o (vedi la �gura 54) si ha 
he iNE in strategie pure sono:1. (B;C)2. (A;D)Si vuole ora valutare se entrambi i NE 
he si sono trovati sono legati a mina

e
redibili o no. Per fare 
i�o si pu�o svolgere un'analisi dei sottogio
hi. Il gio
odi �gura 53 (a) 
ontiene un solo sottogio
o proprio (rappresentato in �gura53 (b)). Tale sottogio
o ha 
ome NE la strategia C.
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Figura 54: Eser
izio 2: forma normale (dettagli nel testo)A questo punto, se si ri
ava il gio
o ridotto (rappresentato in �gura 53 (
)),si vede 
ome nel gio
o ridotto 1 s
elga, per massimizzare la propria utilit�a,B per 
ui (B;C) �e sia SPNE (per
h�e indu
e un NE nel sottogio
o proprio)sia NE del gio
o nella sua interezza (per quanto visto in pre
edenza): da 
i�odis
ende 
he l'equilibrio (A;D) �e legato ad una mina

ia non 
redibile.Ragionando in altro modo si ha (partendo dal presupposto di 
onos
enzamutua e 
omportamenti razionali):1. se il gio
atore 2 ha la possibilit�a di gio
are (ovvero se 1 non gio
a A)allora s
eglie C per
h�e ottiene un payo� migliore (1 inve
e di 0);2. il gio
atore 1 sa 
he se gio
a A ottiene 2 ma se gio
a B, si

ome 2tender�a a massimizzare la propria utilit�a gio
ando C, ottiene 4per 
ui 1 gio
a B.5.4.3 Eser
izio 3 (
enni)La �gura 55 illustra la forma estesa di un gio
o a due gio
atori 
on mossesimultanee: il gio
atore 2 non 
onos
e la mossa fatta da 1 per 
ui non pu�oadeguare ad essa la propria strategia. Ci�o impli
a 
he le strategie pure deidue gio
atori sono le seguenti:1. S1 = fA;B;C;Dg2. S2 = fE; FgLa �gura 56 d�a la forma normale dello stesso gio
o. Contrariamente alle
onvenzioni usate �nora, le eti
hette delle righe sono le strategie di 2 e quelle
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Figura 55: Eser
izio 3: forma estesa (dettagli nel testo)

Figura 56: Eser
izio 3: forma normale (dettagli nel testo)delle 
olonne le strategie di 1 mentre i payo� sono nell'ordine 1, 2.Da una sua analisi si vede 
he non si ha una dominanza n�e per 1 n�e per 2.Vediamo di ri
avare i NE in strategie pure. Si ha:1. se 2 gio
a E la miglior risposta per 1 �e A ma se 1 gio
a A la migliorrisposta per 2 �e F per 
ui non esiste un NE 
on 2 
he gio
a E;2. se 2 gio
a F la miglior risposta per 1 �e C e se 1 gio
a C la migliorrisposta per 2 �e F per 
ui (C; F ) �e un NE 
on 2 
he gio
a F .La ri
er
a di NE in strategie miste prevede l'assegnazione di una distribuzio-ne di probabilit�a alle strategie di 2 (tipo (x; 1 � x)) e la de�nizione dei vari



5.4 Eser
izi 113supporti possibili per 1 
on relativi assegnamenti di distribuzioni di probabi-lit�a. Si valutano poi le utilit�a attese nei vari 
asi e si impongono le 
ondizionidi indi�erenza.Possibili supporti per 1 sono:1. fA;B;C;Dg 
on distribuzione y; w; z; 1� y � w � z,2. fA;B;Cg 
on distribuzione y; w; 1� y � w; 0,3. fA;B;Dg 
on distribuzione y; w; 0; 1� y � w,4. fB;C;Dg 
on distribuzione 0; w; z; 1� w � z,5. fA;Bg 
on distribuzione y; 1� y; 0; 0,6. fA;Cg 
on distribuzione y; 0; 1� y; 0,7. fA;Dg 
on distribuzione y; 0; 0; 1� y,8. fB;Cg 
on distribuzione 0; w; 1� w; 0,9. fB;Dg 
on distribuzione 0; w; 0; 1� w,10. fC;Dg 
on distribuzione 0; 0; z; 1� z,e li si deve esaminare tutti.5.4.4 Eser
izio 4Con riferimento alle �gure 53 e 54 si vogliono i NE in strategie miste delgio
o ivi rappresentato. Si suppone 
he:1. 1 gio
a A 
on probabilit�a q e B 
on probabilit�a (1 � q) ovvero a 1 �easso
iata una distribuzione di probabilit�a pari a (q; 1� q);2. 2 gio
a C 
on probabilit�a p e D 
on probabilit�a (1 � p) ovvero a 2 �easso
iata una distribuzione di probabilit�a pari a (p; 1� p).I supporti possibili per 1 sono:1. fAg 
on distribuzione 1; 0 ovvero strategia pura,2. fBg 
on distribuzione 0; 1 ovvero strategia pura,3. fA;Bg 
on distribuzione q; 1� q ovvero strategia mista.I supporti possibili per 2 sono:
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on distribuzione 1; 0 ovvero strategia pura,2. fDg 
on distribuzione 0; 1 ovvero strategia pura,3. fC;Dg 
on distribuzione p; 1� p ovvero strategia mista.Supponiamo 2 gio
hi una strategia mista 
on distribuzione di probabilit�a(p; 1� p), per il gio
atore 1 si hanno le seguenti utilit�a attese:u1(A; �2) = 2p+ 2(1� p) = 2 (240)u1(B; �2) = 4p+ (1� p) = 1 + 3p (241)La 
ondizione di indi�erenza per 1 rispetto al gio
are A o B �e 
he siau1(A; ; �2) = u1(B; ; �2) da 
ui, svolgendo sempli
i 
al
oli, si ri
ava:p = 13 (242)Ragionando in modo analogo nel 
aso della strategia mista per 2 si ha:u2(C; �1) = 3q + (1� q) = 1 + 2q (243)u2(D; �1) = 3q + 0(1� q) = 3q (244)La 
ondizione di indi�erenza per 2 rispetto al gio
are C o D �e 
he siau2(�1; C) = u2(�1; D) da 
ui, svolgendo sempli
i 
al
oli, si ri
ava:q = 1 (245)ovvero 2 �e indi�erente fra C e D solo se 1 gio
a la strategia pura A.



1156 Sesta Lezione6.1 Ba
kward indu
tionSi introdu
e una pro
edura 
he 
i permette di ri
avare equilibri di tipoSPNE, ovvero NE perfetti nei sottogio
hi. Tale pro
edure �e detta induzioneall'indietro o ba
kward indu
tion (BI).De�nizione 6.1 Si de�nis
e sottogio
o terminale ogni sottogio
o 
henon 
ontenga altri sottogio
hi al proprio interno.De�nizione 6.2 (BI: de�nizione operativa) La BI si basa sui passiseguenti:1. si individuano tutti i sottogio
hi terminali:2. per ogni sottogio
o terminale si individuano i possibili NE, 
ompresiquelli in strategie miste;3. ogni sottogio
o terminale �e sostituito dalle utilit�a del pro�lo di strategie
he 
orrisponde all'equilibrio ovvero:(a) se il NE �e uni
o si ha una sola sostituzione,(b) se non �e uni
o si hanno tante sostituzioni quanti i NE;4. per ogni sottogio
o sostituito si veri�
a se il pro�lo di strategie 
heindividua un NE nel gio
o 
omplessivo indu
e un NE nel sottogio
o(per 
ui si ha un SPNE) oppure no (e non si ha un SPNE);5. si ripetono i passi pre
edenti �no a 
he non si ries
e pi�u ad individuareal
un sottogio
o terminale.Esempio 6.1 La �gura 57 presenta un gio
o in forma estesa in 
ui 
ompa-iono i tre sottogio
hi terminali evidenziati dai poligoni tratteggiati eti
hettati
on (1), (2) e (3). Si ha:1. nel sottogio
o terminale (2) il gio
atore 2 preferis
e M a L (ha unautilit�a pi�u alta nel primo 
aso);2. nel sottogio
o terminale (3) il gio
atore 1 preferis
e P a Q (ha unautilit�a pi�u alta nel primo 
aso);3. il sottogio
o terminale (1) deve essere esaminato a parte.
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Figura 57: Sottogio
hi terminali (dettagli nel testo)Se rappresento il sottogio
o terminale (1) in forma normale ho la tabella 2.Da un'esame di tale tabella si pu�o fa
ilmente vedere 
he in strategie pure siha:1. (F;H) �e un NE,2. (G; I) �e un NE,�E fa
ile vedere 
he non si hanno NE in strategie miste. Se (q; 1�q) fosse unadistribuzione di probabilit�a per 2 e (p; 1�p) fosse una distribuzione di proba-bilit�a per 1 dovrei avere le seguenti 
ondizioni di indi�erenza, rispettivamenteper il gio
atore 1 e per il gio
atore 2:1. 4q + (1� q) = q + (1� q) da 
ui q = 0,2. 3p+ (1� p) = p+ (1� p) da 
ui p = 0.
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tion 1171 vs. 2 H IF 4,3 1,1G 1,1 1,1Tabella 2: Forma normale del sottogio
o (1)in modo 
he il gio
atore 1 sia indi�erente fra F e G solo se il gio
atore 2s
eglie la strategia I mentre il gio
atore 2 �e indi�erente fra H e I solo se ilgio
atore 1 s
eglie la strategia G.Il sottogio
o terminale (1) ha due NE per 
ui devo operare due sostituzioni.Per prima 
osa sostituis
o al sottogio
o (1) un NE del sottogio
o, ovveroil pro�lo di strategie (F;H), in modo da ottenere la situazione di �gura 58(alto). In tale gio
o ridotto ho due nuovi sottogio
hi terminali, evidenziatidai poligoni tratteggiati eti
hettati 
on (1) e (2). Si ha:

Figura 58: Sottogio
hi terminali 
on riduzioni (dettagli nel testo)1. nel sottogio
o terminale (1) il gio
atore 2 preferis
e E a D (ha unautilit�a pi�u alta nel primo 
aso),2. nel sottogio
o terminale (2) il gio
atore 2 preferis
e N a O (ha unautilit�a pi�u alta nel primo 
aso).
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tion 118In questo modo si ottiene il gio
o ulteriormente ridotto raÆgurato in �gura58 (basso): per tale gio
o si ha 
he il gio
atore 1 s
eglie A piuttosto 
he B oC per
h�e 
os�� ottiene una utilit�a maggiore.In questo modo si �e ri
avato un SPNE 
ome equilibrio di strategie.Nel gio
o 
omplessivo le strategie dei due gio
atori sono, nell'ordine:S1 = fA;B;Cg � fF;Gg � fP;Qg (246)S2 = fD;Eg � fH; Ig � fL;Mg � fN;Og (247)A questo punto si devono indi
are le strategie di 1 e 2 
he portano all'SPNEnel 
aso del pro
esso di appli
azione della BI ora esaminato. Tali strategiesono, per i due gio
atori nell'ordine:1. fAFPg ovvero le mosse preferite da 1 in tutti i 
asi in 
ui si pu�o trovarea gio
are;2. fEHMNg ovvero le mosse preferite da 2 in tutti i 
asi in 
ui si pu�otrovare a gio
are.Se, in modo simile a quanto fatto nel 
aso pre
edente, sostituis
o il NE(G; I) si ha la situazione di �gura 59 (alto). In tale �gura si hanno i duesottogio
hi terminali evidenziati dai poligoni tratteggiati eti
hettati 
on (1) e(2). In questo 
aso si ha:1. nel sottogio
o terminale (1) il gio
atore 2 preferis
e D a E (ha unautilit�a pi�u alta nel primo 
aso),2. nel sottogio
o terminale (2) il gio
atore 2 preferis
e N a O (ha unautilit�a pi�u alta nel primo 
aso),Si ottiene 
os�� il gio
o ulteriormente ridotto raÆgurato in �gura 59 (basso):per tale gio
o si ha 
he il gio
atore 1 s
eglie B piuttosto 
he A o C per
h�e
os�� ottiene una utilit�a maggiore.In questo modo si �e ri
avato un SPNE 
ome equilibrio di strategie.Di nuovo si devono indi
are le strategie di 1 e 2 
he portano all'SPNE nel
aso del pro
esso di appli
azione della BI ora esaminato. Tali strategie sono:1. per 1: fBGPg ovvero le mosse preferite da 1 in tutti i 
asi in 
ui sipu�o trovare a gio
are;2. per 2: fDIMNg ovvero le mosse preferite da 2 in tutti i 
asi in 
ui sipu�o trovare a gio
are.
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Figura 59: Sottogio
hi terminali 
on riduzioni (dettagli nel testo)Nota 6.1 Esistono molti gio
hi 
he hanno pi�u NE. Si vogliono 
ondizioniper:1. l'esistenza,2. l'uni
it�a.Nei gio
hi �niti l'esistenza �e assi
urata ma non l'uni
it�a. �E possibile de-�nire il 
on
etto di equilibrio in modo da avere assi
urata l'uni
it�a? Si pu�ofar ri
orso al 
on
etto di SPNE. Se si hanno molti sottogio
hi si hanno molterestrizioni alle strategie, se non si hanno sottogio
hi propri ogni NE �e SPNEper 
ui la de�nizione di SPNE �e tanto pi�u restrittiva quanto pi�u alto �e ilnumero dei sottogio
hi.Nel 
aso di gio
hi a informazione perfetta (ovvero nei gio
hi in 
ui, almomento di gio
are, ogni gio
atore 
onos
e tutte le mosse 
he sono state fatteda lui e dagli altri nel passato) ad ogni nodo 
orrisponde un sottogio
o, dato
he ogni nodo appartiene ad un insieme di informazione distinto (singoletto).Nel 
aso di SPNE si hanno al
uni \
asi strani" in presenza di:1. gio
hi troppo 
ompli
ati,2. indi�erenze.
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kward indu
tion 120Vediamo un esempio.Esempio 6.2 La �gura 60 presenta un gio
o a mosse su

essive a due gio-
atori in forma estesa e in forma normale. Le strategie dei gio
atori sono,rispettivamente:1. S1 = fX; Y g,2. S2 = fA;Bg � fC;Dg = fAC;AD;BC;BDg

Figura 60: Gio
o 
on indi�erenze (dettagli nel testo)La presenza di una 
ondizione di indi�erenza per 2 (evidenziata in �gura 60da un 
ir
oletto) indu
e pi�u SPNE mediante BI. Il gio
o di �gura 60 presenta,infatti, due sottogio
hi terminali: quello 
he 
ontiene le mosse A e B per ilgio
atore 2 e quello 
he 
ontiene le mosse C e D, sempre per il gio
atore 2.Il primo d�a luogo alle due sostituzioni A e B mentre il se
ondo solo alla Cper 
ui le strategie asso
iate agli SPNE 
on BI sono:
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tion 1211. (Y;AC),2. (X;BC).Esempio 6.3 (Gio
o del 
entipede) Il gio
o �e illustrato (in forma este-sa) in �gura 61. Si tratta di un gio
o a informazione perfetta 
he si svolge

Figura 61: Gio
o del 
entipede (dettagli nel testo)
ome segue: ad ogni turno sia 1 sia 2 possono gio
are o S (e il gio
o termina
on i payo� indi
ati) o D (e il turno passa all'altro) �no al 
entesimo turno(in 
ui muove 2) quando il gio
o termina 
omunque 
on i payo� indi
ati. Sesi ragiona in termini di BI pura si vede 
he il gio
o termina subito per
h�e1 gio
a S. Vediamo il motivo. Se 1 pensa di arrivare �no in fondo allorasa 
he 2 gio
a S per 
ui a lui al turno prima 
onviene gio
are S. Lo stessoragionamento lo pu�o fare 2 
he al turno an
ora prima gio
a S e 
os�� via aritroso �no alla prima mossa di 1 
he gio
a S e si prende 1 inve
e di 100 
heprenderebbe se arrivasse alla �ne del gio
o. Si ha quindi 
he (1; 1) �e un SPNEma 
he non �e Pareto ottimo per
h�e entrambi hanno possibilit�a di migliora-re la propria situazione: se 1 adottasse la strategia di gio
are D all'inizio e
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he 2 gio
asse D alla sua prima mossa e de
idesse diproseguire entrambi arriverebbero alla �ne del gio
o avendo payo� identi
i epari a 100. Si noti 
he non si tratta di strategie \
anoni
he" per
h�e ad ognipasso il gio
atore 
ui spetta di muovere ha interesse a deviare, si tratta distrategie 
ooperative.6.2 Gio
hi �nitamente ripetutiSi esaminano ora i 
osiddetti gio
hi ripetuti, ovvero gio
hi 
he sonoripetuti un 
erto numero n di volte (e non solo una), 
on n 
he pu�o esserepotenzialmente in�nito o, almeno, non noto a priori ai gio
atori. Si �e vistoil 
aso del gio
o di Bertrand �N in 
ui si hanno due imprese 
he �ssanosimultaneamente i prezzi e vendono 
erte quantit�a di 
erti prodotti. Se lostesso gio
o �e ripetuto T volte lo si indi
a 
on �N(T ). In tal 
aso si ha:1. t = 0 si gio
a il gio
o �N e si osserva l'esito,2. t = 1 si gio
a il gio
o �N e si osserva l'esito,3. t = 2 si gio
a il gio
o �N e si osserva l'esito,4. : : :Per ogni t > 1 e �no a t = T si hanno 
omportamenti 
ondizionati dallastoria passata.De�nizione 6.3 (Des
rizione formale) Si 
onsidera un gio
o 
he vieneripetuto T + 1 volte (ovvero si hanno T + 1 ripetizioni). Dato t 2 (0; T ℄ ledue imprese s
elgono i prezzi (p1;t; p2;t) avendo osservato i prezzi nei periodipre
edenti a t. Si ha 
he i prezzi (p1;t; p2;t) dipendono da:f(p1;� ; p2;�)gt�1�=0 (248)
on t > 1. Se indi
o 
on �it i pro�tti di i = 1; 2 negli istanti t = 1; : : : ; Te 
on Æ 2 (0; 1) il fattore di s
onto ho 
he il pro�tto totale �e dato dallaseguente quantit�a:TXt=0 Æt�it = �i0 + Æ�i1 + Æ2�i2 + � � �+ ÆT�iT (249)ovvero i pro�tti di un'impresa all'istante 1 valgono meno dei pro�tti 
he hafatto all'istante 0 e 
os�� via. Il fattore di s
onto Æ indi
a quanto valgono ipro�tti del futuro (t > 0) rispetto a quelli di oggi (t = 0). L'insieme delle
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aso stati
o di gio
o ripetuto solo unavolta, �e dato dall'intervallo in 
ui le ditte s
elgono i prezzi:S1 = S2 = [0;+1) (250)Se T = 1 (ovvero si ripete il gio
o 2 volte per t = 0 e t = 1) si ha, ad esempioper 1: S1 = f(p1;0; f(p1;0; p2;0)) 2 [0;+1)� �g (251)in 
ui la f(p1;0; p2;0) �e il prezzo al tempo t = 1 
he dipende dai prezzi altempo t = 0 e � �e l'insieme delle funzioni in [0;+1)� [0;+1).Esempio 6.4 (Problema stati
o nel 
aso del monopolio) Se p e 
 in-di
ano, rispettivamente, il prezzo e il 
osto unitari e x(p) la quantit�a vendutaal prezzo p, il pro�tto �e dato dalla seguente quantit�a:(p� 
)x(p) (252)Si de�nis
e la quantit�a:pm = argmaxp�0((p� 
)x(p)) (253)in 
ui la funzione argmax restituis
e l'insieme dei valori di p per il quali lafunzione argomento della argmax assume il valore massimo. Si suppone 
he
i sia un solo massimo per 
ui la argmax restituis
e il solo valore del prezzo
ui 
orrisponde il massimo pro�tto.Esempio 6.5 (Problema stati
o nel 
aso del duopolio) Nel 
aso delduopolio si sa 
he l'uni
o NE �e dato da:(p1; p2) = (
; 
) (254)in 
ui i pro�tti sono nulli per
h�e entrambe le imprese (o ditte) vendono alprezzo di 
osto 
. Se, indi
ando 
on pm il prezzo in regime di monopolio, siha: (p1; p2) = (pm; pm) (255)si ha 
he le imprese si dividono an
ora equamente il mer
ato e 
he il pro�ttodi ogni impresa �e dato dalla seguente relazione:(pm � 
)x(pm)2 > 0 (256)in 
ui:1. si ha il > 0 per
h�e pm > 
,
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ias
una impresa �e la met�a del pro�tto del monopolista.Se il gio
o viene ripetuto si hanno strategie in 
ui le imprese 
ooperano e
ias
una s
eglie un prezzo pari a pm. La soluzione naturale 
on i gio
hiripetuti �e SPNE.Esempio 6.6 Nel 
aso della �gura 62 si ha un gio
o ripetuto in 
ui le partievidenziate ed eti
hettate 
ome (1) e (2) sono ripetizioni del gio
o base in 
ui1 ha due mosse a 
ias
una delle quali 
orrispondono due mosse per 2, ovvero�e il gio
o nella versione stati
a e per
i�o senza ripetizioni.

Figura 62: Gio
o ripetuto (dettagli nel testo)Nel 
aso del gio
o del duopolio ripetuto si a�erma 
he:(p1;t; p2;t) = (
; 
) (257)�e SPNE.Il gio
o viene ripetuto un numero �nito di volte e questo 
i permette di esami-narlo 
on la BI dal momento 
he si possono individuare i gio
hi terminaliovvero quelli eseguiti all'ultima ripetizione o nell'ultimo periodo.Nel 
aso della �gura 62 se si 
onsidera l'ultima ripetizione del gio
o si sa
he l'equilibrio �e dato dalla 
ondizione in 
ui le ditte prati
ano entrambe un
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osto per 
ui si ha NE in (
; 
). Sostituendo ai gio
hiterminali i relativi NE si ottiene una situazione analoga alla pre
edente in
ui i nuovi gio
hi terminali hanno i NE in in (
; 
). Reiterando le sostituzionisi ottiene 
he i NE sono: (p1;t; p2;t) = (
; 
) (258)
on t = 0; : : : ; T . Si ri
orda 
he, in questo 
aso, T assume un valore �nito.Tale risultato presuppone 
he nessuna delle due imprese possa modi�
are ilproprio 
omportamento e fare pro�tti a s
apito dell'altra. Ad esempio, sel'impresa 2 gio
a 
 ad ogni ripetizione, ovvero per t 2 [0; T ℄, l'impresa 1 pu�ofare qual
osa? No, infatti:1. se alza il prezzo sopra 
 non vende nulla e non fa pro�tti,2. se abbassa il prezzo sotto 
 vende a un prezzo inferiore a quello di 
ostoper 
ui fa pro�tti negativi.In entrambi i 
asi i pro�tti (nelle varie ripetizioni) sono negativi o nulli ela loro somma pesata (
on pesi strettamente positivi) non pu�o 
he esserenegativa o nulla.Il 
on
etto di SPNE prevede 
he i sottogio
hi siano ripetizioni del gio
o base(il gio
o ripetuto una sola volta) all'istante i > 0: sostituis
o i sottogio
hi
on i loro NE e itero il ragionamento �no ad arrivare alla prima ese
uzionedel gio
o. Ogni sottogio
o viene ripetuto T volte.Nota 6.2 Si di
e 
he un 
omportamento �e razionale se ad ogni ripetizionedel gio
o si esegue un'analisi SPNE.6.3 Gio
hi a in�nite ripetizioniSi 
onsidera ora il 
aso in 
ui un gio
o sia ripetuto un numero arbitra-riamente alto di volte in modo 
he nessuno dei gio
atori possa prevederne la�ne. Si parla di gio
hi a in�nite ripetizioni e li si denota 
ome �N(1). Se�it (i = 1; 2) indi
a il pro�tto dell'impresa i all'istante t e Æ (fattore di s
on-to) �e una variabile esogena 
he assume valori nell'intervallo [0; 1℄, si possonos
rivere le de�nizioni dei pro�tti totali delle imprese 
ome:�i = 1Xt=0 Æt�it (259)per i = 1; 2.
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he:(p1;t; p2;t) = (
; 
) (260)�e SPNE in �N(1).Si ragiona in modo simile al 
aso di un numero �nito di ripetizioni dalmomento 
he, ad ogni iterazione, il pro�tto �e:1. nullo se l'impresa vende a un prezzo pari o superiore a quello di 
ostoper
h�e non vende nulla e, quindi, non fa pro�tto;2. negativo se l'impresa vende a un prezzo inferiore a quello di 
osto.In pi�u, il gio
o 
on 1 ripetizioni 
oin
ide 
on quello 
on 1� i ripetizioni(
on i �nito).Nota 6.3 Si noti 
he il termine sottogio
o si pu�o usare in pi�u 
ontesti:1. in quello della de�nizione 6.1,2. per individuare la forma estesa di una singola ripetizione in un gio
oripetuto un numero �nito o in�nito di volte,3. per indi
are la forma estesa di un gio
o ripetuto un numero �nito oin�nito di volte da 
ui venga rimosso (nel solo se
ondo 
aso) un numero�nito di ripetizioni.Il 
ontesto 
hiaris
e quale sia il signi�
ato da usare. In questo 
ontesto sidi
e 
he un sottogio
o 
oin
ide 
on il gio
o in 
ui si ha un numero minore diripetizioni ovvero �N (1) = �N (1� i).Se 
on pm indi
o il prezzo in 
ondizioni di monopolio, in �N(1) ho unastrategia trigger del tipo: (p1;t; p2;t) = (pm; pm) (261)se:1. entrambe le imprese iniziano 
on pm ovvero si ha:(p1;0; p2;0) = (pm; pm) (262)
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; 
) (265)ovvero le imprese iniziano 
on la (262) e proseguono 
on la (264) (nel qual
aso i pro�tti sono pari alla met�a del pro�tto in 
aso di monopolio) �no a
he vale la (263). Se una delle due viola il patto, alla ripetizione su

essivas
atta la punizione per 
ui entrambe passano alla (265). In altro modo si ha:si inizia 
on (pm; pm) e si 
ontinua in tal modo �no a 
he una delle due nondevia (entrambe hanno, sulla singola ripetizione, interesse a farlo): a questopunto, dalla ripetizione su

essiva alla deviazione in poi, entrambe passanoa (
; 
).Nota 6.4 Tali strategie sono SPNE sse Æ � 12Nota 6.5 Una impresa sgarra se prati
a un prezzo pari a pm�" (
on " > 0)in modo da prendersi tutto il mer
ato e fa
endo si 
he l'altra sia 
ostretta areagire 
on pm�2". Dato 
he la s
elta �e simultanea alla ripetizione su

essivaalla violazione si ha 
he entrambe s
elgono un prezzo pari a 
.Esempio 6.7 La situazione �e illustrata in �gura 63. Alla ripetizionei�esima si ha una violazione da parte di una delle due imprese: si ha unaimpresa 
he 
ontinua a prati
are lo stesso prezzo e non fa pro�tti per
h�e fuorimer
ato (punto mar
ato 
on y in �gura 63) mentre l'altra prati
a un prezzominore e fa pro�tti maggiori (punto mar
ato 
on x in 
orrispondenza dell'a-s
issa i in �gura 63). All'istante i+1 s
atta la punizione, entrambe vendonoa prezzo di 
osto e fanno pro�tti nulli (su

essione di punti mar
ati 
on x in
orrispondenza delle as
isse i + 1 e su

essive in �gura 63).Si pu�o dimostrare 
he la su

essione dei punti mar
ati 
on \o" �e 
onvenien-te rispetto alla su

essione dei punti mar
ati 
on x in �gura 63 se Æ � 1=2ovvero, in generale, tanto pi�u alto �e il valore del tasso di s
onto Æ quanto pi�upesano i pro�tti futuri rispetto al pro�tto presente e, per
i�o, tanto minore �el'interesse a sgarrare dagli a

ordi presi.Dimostrazione 6.1 Si hanno due tipi di sottogio
hi:1. quelli in 
ui la strategia pres
rive l'equilibrio stati
o (
; 
) in 
ui nessunadelle due imprese fa pro�tti per
h�e entrambe vendono a prezzo di 
osto;
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Figura 63: Gio
o ripetuto: 
onvenienza della violazione (dettagli nel testo)2. quelli in 
ui la strategia pres
rive l'equilibrio stati
o (pm; pm) in 
uientrambe le imprese fanno un pro�tto pari a:(pm � 
)x(pm)2 (266)Se mi trovo in un sottogio
o del primo tipo, tale fatto indu
e un NE in ognisottogio
o: se l'impresa 2 prati
a un prezzo pari a 
 l'impresa 1 non pu�oaumentare il pro�tto dato 
he (
; 
) gio
ato per sempre �e un NE di quel sot-togio
o 
he �e �N(1). In tale situazione entrambe le imprese fanno pro�ttinulli.Se, inve
e, mi trovo in un sottogio
o del se
ondo tipo la situazione �e la se-guente. Nell'intervallo [k; k + 1℄ 
on k = 0; : : : ;1 il pro�tto di 
ias
unaimpresa �e 
ostante ad ogni iterazione e vale:�it = (pm � 
)x(pm)2 (267)Se ora uso la (259) e 
onsidero 
he il pro�tto �e 
ostante ad ogni iterazioneho: (pm � 
)x(pm)2 (1 + Æ + Æ2 + : : : ) (268)in 
ui 
ompare una serie geometri
a di ragione Æ la 
ui somma vale:11� Æ (269)
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ui 
ias
una impresa nel gio
o ripetuto in�nite volte ha un pro�tto totaledato dalla: (pm � 
) x(pm)2(1� Æ) (270)Se una delle due imprese devia e prati
a un prezzo inferiore pari a:p = pm � " (271)ottiene un pro�tto da monopolista dato 
he si prende tutto il mer
ato. In talmodo la ditta 
he sgarra ottiene un pro�tto pari a:1. x(p)(p� 
) per l'iterazione 
orrente,2. 0 per tutte le iterazioni future,
on p < pm dato 
he p = pm � " 
on " > 0. A questo punto si vuole ilmassimo della x(p)(p� 
) 
on p < pm.Si ha un massimo in pm per 
ui, per de�nizione di massimo, per gli altrivalori di p la funzione st�a sotto, altrimenti il valore pm sarebbe stato de�nitoin modo s
orretto. Dal momento 
he non si 
onos
ono p e, a fortiori, x(p),sfruttando quanto detto prima, si pro
ede ad una maggiorazione in modo das
rivere: x(p)(p� 
) � x(pm)(pm � 
) (272)Si ha 
he ad una impresa non 
onviene deviare sse quanto guadagna in tuttoil resto del gio
o (a in�nite ripetizioni) �e maggiore o uguale a quello 
heguadagna 
on la deviazione 
orrente (dal momento 
he dall'istante su

essivoil pro�tto per entrambe sar�a nullo, dal momento 
he s
atta la ritorsione daparte dell'altra impresa) ovvero sse:(pm � 
) x(pm)2(1� Æ) � x(pm)(pm � 
) � x(p)(p� 
) (273)Svolgendo i 
al
oli nella prima diseguaglianza della (273) si ottieneÆ � 12 (274)
io�e ad una impresa non 
onviene deviare se attribuis
e abbastanzaimportanza al futuro in un gio
o a durata in�nita.Nota 6.6 Se un gio
o ha durata in�nita (ovvero viene ripetuto un numeroin�nito di volte) e da esso si rimuove un numero �nito di ripetizioni la duratadel gio
o rimane in�nita.



6.4 Modelli di s
ambio 130Nota 6.7 (Gio
hi a durata �nita) Se ho un numero �nito T di ripetizio-ni allora: (p1;t; p2;t) = (
; 
) (275)
on t = 0; : : : ; T , �e l'uni
o SPNE del gio
o �N(T ), quale 
he sia T an
hegrandissimo. Lo si veri�
a appli
ando la BI a partire dai sottogio
hi terminalidel gio
o nella sua totalit�a: ogni sottogio
o terminale ha (
; 
) 
ome NE per
ui operando sostituzioni e riduzioni su

essive si arriva a (
; 
) 
ome NE delgio
o ridotto senza sottogio
hi propri e tale NE �e SPNE per
h�e indu
e un NEin ogni sottogio
o proprio.6.4 Modelli di s
ambioVediamo ora al
une appli
azioni a modelli di s
ambio fra agenti, in
ui le preferenze di tutti gli agenti non sono 
onos
enza 
omune e, anzi, al
unepreferenze 
ostituis
ono una 
onos
enza privata. Esamineremo in dettaglio i
asi seguenti:� 1 venditore e 1 
ompratore,� 1 venditore e pi�u di 1 
ompratore.Si parla, al proposito, di equilibri Bayesiani.6.4.1 Caso di un 1 venditore e 1 
ompratoreLa situazione �e quella di un venditore 
he pu�o produrre qualsiasi quantit�adel prodotto 
he vende ad un 
osto marginale unitario 
ostante 
. Se laquantit�a di mer
e venduta �e q e l'in
asso del venditore �e t il pro�tto per ilvenditore �e: t� 
q (276)mentre l'utilit�a del 
ompratore �e:u(q; �)� t (277)in 
ui � �e un pro�lo 
he il 
ompratore 
onos
e ma 
he non �e noto al venditoree 
he 
aratterizza il tipo del 
ompratore.De�nizione 6.4 (Contratto) Un 
ontratto �e una 
oppia (q; t) in 
ui q�e la quantit�a di mer
e s
ambiata fra il venditore e il 
ompratore e t �e iltrasferimento di denaro fra il 
ompratore e il venditore.
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ambio 131Nota 6.8 L'utilit�a di riserva (ovvero il valore dell'utilit�a in assenza di a
-
ordi ovvero in assenza di s
ambio) per entrambi gli agenti �e nulla, ovvero siail 
ompratore sia il venditore hanno una utilit�a di riserva nulla. Si possonoavere 
asi in 
ui il venditore ha una utilit�a di riserva negativa (ad esempionel 
aso venda mer
i deperibili per 
ui, se non le vende, subis
e un danno) elo stesso vale per il 
ompratore (nel 
aso si tratti di beni di prima ne
essit�a).Nota 6.9 Nel 
aso di utilit�a di riserva nulla il venditore ha tutto il potere
ontrattuale, nel senso 
he si limita a proporre al 
ompratore una serie di
ontratti e il 
ompratore ne s
eglie uno (o an
he nessuno).De�nizione 6.5 (Temporizzazione del gio
o) Il gio
o �e strutturatonelle seguenti fasi:1. la Natura s
eglie il segnale � osservato solo dal 
ompratore, per 
ui ilvenditore non 
onos
e il tipo del 
ompratore 
he ha di fronte;2. il venditore progetta una serie di 
ontratti e tale insieme pu�o 
ontenerean
he un numero in�nito di elementi;3. il 
ompratore s
eglie un 
ontratto (o an
he nessuno) fra quelli 
he glipropone il venditore;4. si ha la transizione mer
e per denaro.I risultati del gio
o dipendono dalle ipotesi seguenti 
he sono state fatte sulsegnale � e su u(q; �).1. � 2 f�L; �Hg ovvero � pu�o assumere due soli valori �L > 0 e �H > �L inmodo da de�nire: �(�) = �H � �L > 0 (278)2. Per u(q; �) si ipotizza, in modo da sempli�
are le 
ose, una strutturadel tipo: u(q; �) = �v(q) (279)ma tale ipotesi non �e ne
essaria. Per avere 
al
oli fa
ili �e 
ru
iale 
hesia: �2u�q�� � 0 (280)Si deve, pertanto, stabilire 
ome �e fatta la funzione v(q) dandone una de�ni-zione. La �gura 64 raÆgura un possibile andamento per tale funzione.Si ha: v : [0;+1) �! R (281)ed in pi�u:
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Figura 64: v(q) (dettagli nel testo)1. la v �e strettamente 
res
ente ovvero v0(q) > 0 8q � 0,2. la v �e strettamente 
on
ava ovvero v00(q) < 0 8q � 0,3. v(0) = 0.Con una tale 
aratterizzazione si ha, quindi:u(q; �) = �v(q) (282)
on � 2 f�L; �Hg.Si hanno i due 
asi:1. � basso, si valuta �Lv(q);2. � alto, si valuta �Hv(q);ovvero si ha la funzione utilit�a 
on, rispettivamente, valutazione bassa o altadel 
ompratore. In�ne, si impongono le seguenti 
ondizioni in modo da avereun problema non banale:�Lv0(0) > 
 > limq�!1�Hv0(q) (283)Vediamo due 
asi parti
olari:
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ambio 1331. informazione 
ompleta (ogni insieme di informazione 
ontiene un solonodo),2. informazione in
ompleta (ogni insieme di informazione pu�o 
ontenerepi�u di un nodo).Nel 
aso di informazione 
ompleta, il venditore 
onos
e il tipo del 
om-pratore, ovvero 
onos
e il segnale �, e quindi 
onos
e u(q; �). In questo 
asoil venditore prepara un solo 
ontratto dato 
he il segnale � �e noto sia al ven-ditore sia al 
ompratore.Il problema, a questo punto, �e sapere 
ome si prepara quell'uni
o 
ontrattoin modo da massimizzare il guadagno del venditore. Si hanno due soli 
asida esaminare dal momento 
he il 
ompratore pu�o appartenere a due soli tipi(o �L o �H).Supponiamo sia � = �H .Il 
ontratto (q; t) (in prati
a \ti do q se mi paghi t") proposto dal venditoreal 
ompratore viene a

ettato sse l'utilit�a del 
ompratore (u(q; �) = �v(q)) �etale 
he il suo pro�tto �e non inferiore alla sua utilit�a di riserva (
he per leipotesi fatte vale 0) ovvero sse:�Hv(q)� t � 0 (284)Il fatto di avere � dipende dal fatto 
he se 
on �Hv(q)� t = 0 il 
ompratoreri�uta non si ha un massimo per 
ui si deve avere la 
ondizione � 
he equivalea ridurre il pagamento t di un " in modo 
he il 
ompratore a

etti.Se si ha: �Hv(q)� t > 0 (285)(in 
ui �Hv(q) rappresenta l'utilit�a del 
ompratore di tipo �H �e possibile peril venditore aumentare il prezzo t 
on una variabile di s
arto " > 0 in mododa avere l'eguaglianza. Nel 
aso della (285), infatti, il 
ompratore a

ettail 
ontratto (q; t) 
he, tuttavia, non �e ottimale per il venditore per
h�e se ilvenditore, a parit�a di q (e quindi di v(q)), prepara un 
ontratto 
on t di po
omaggiore t+ " tale 
ontratto �e a

ettato dal 
ompratore (mentre il venditoreha un pro�tto maggiore). Il 
ontratto (q; t + ") �e a

ettato dal 
ompratoree d�a un guadagno maggiore al venditore. Da 
i�o dis
ende 
he se il 
ontratto(q; t) �e ottimo allora non lo si pu�o migliorare (dando un guadagno maggioreal venditore e mantenendolo a

ettabile dal 
ompratore) per 
ui deve essere:�Hv(q)� t = 0 (286)In tal 
aso il 
ompratore a

etta essendo indi�erente. Il pro�tto del venditorerisulta (usando la (286) nella de�nizione di pro�tto):t� 
q = �Hv(q)� 
q (287)
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ambio 134e lo si di
e guadagno so
iale dello s
ambio. Tale guadagno so
iale si
ompone di due parti:1. �Hv(q) il bene�
io del 
ompratore,2. 
q il 
osto del venditore,non dipende da t ma indi
a 
ome il surplus so
iale �e suddiviso fra il vendito-re e il 
ompratore. Il venditore si prende tutto il benessere so
iale generatodallo s
ambio mentre il 
ompratore si prende 0 ovvero la (286): il benessereso
iale 
oin
ide 
on il pro�tto.A questo punto si vuole determinare la quantit�a venduta q in modo damassimizzare la seguente funzione:g(q) = �Hv(q)� 
q (288)
on: g0(q) = �Hv0(q)� 
 (289)g00(q) = �Hv00(q) < 0 (290)Per la (290) vale il < 0 per
h�e v00(q) < 0 e �H > 0. La g(q) �e 
on
ava per
h�elo �e la v(q) e 
q �e una funzione lineare in q.Dal momento 
he dalla (283) (ris
rivendo la diseguaglianza di destra) si ha:0 > limq�!+1�Hv0(q)� 
 = limq�!+1g0(q) (291)mentre dalla (289) si ha:g0(0) = �Hv0(0)� 
 > �Lv0(0)� 
 > 0 (292)(essendo �H > �L) si ottengono le seguenti 
ondizioni sulla g0:g0(0) > 0 (293)limq�!+1g0(q) < 0 (294)Dalle (293) e (294), per la 
ontinuit�a della g0, segue 
he si ha un valore di qtale 
he: g0(q) = 0 (295)e tale valore individua un punto di ottimo.Si ha, quindi, 
he esiste un valore della quantit�a s
ambiata _qH tale 
he:g0( _qH) = 0 (296)
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ambio 135in modo 
he sia (dalla (289)): �Hv0( _qH) = 
 (297)La (297) de�nis
e la quantit�a nel 
ontratto ottimo per il venditore e per tale
ontratto si ha un trasferimento dato dalla:_tH = �Hv( _qH) (298)determinato usando la (286).Si �e visto 
ome ottenere un 
ontratto ottimale per il venditore se si sa 
he iltipo del 
ompratore �e �H . Il 
ontratto ottimo �e ( _qH ; _tH) de�nito dalle (297)e (298).Sia ora � = �L ovvero il venditore s�a 
he il 
ompratore �e di tipo �L.In questo 
aso, per analogia, il 
ontratto ottimo �e ( _qL; _tL) 
on:�Lv0( _qL) = 
 (299)e: _tL = �Lv( _qL) (300)Quale 
he sia il tipo del 
ompratore, il venditore, 
he 
onos
e tale tipo,de�nis
e il 
ontratto in modo da massimizzare il surplus e prenderlo tuttolui.Informazione in
ompletaVediamo ora il 
aso di informazione in
ompleta, ovvero il 
aso in 
ui iltipo del 
ompratore non �e noto al venditore.In questo 
aso il venditore non 
onos
e il tipo � del 
ompratore e sa soltanto
he:1. � 2 f�L; �Hg,2. �H > �L,3. �L > 0,4. �� = �H � �L > 0.In questo 
aso un atteggiamento naive 
i assi
ura 
he due 
ontratti bastano:se ho tre o pi�u 
ontratti, il 
ompratore di tipo �H ne s
eglie uno (quello 
hepreferis
e) e lo stesso di
asi per il tipo �L per 
ui di 
ontratti ne bastano duedal momento 
he le 
onsiderazioni fatte valgono per tipi �H e �L generi
i.Vediamo ora le 
ose dal punto di vista del venditore e del 
ompratore.Il venditore propone due 
ontratti tipo:
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ambio 1361. ( _qL; _tL)2. ( _qH ; _tH)e las
ia 
he il 
ompratore ne s
elga uno.Il 
ompratore pu�o essere di due tipi: �L o �H .Supponiamo 
he il 
ompratore sia di tipo �H .Se il 
ompratore �e di tipo �H ri
ava una utilit�a nulla dal 
ontratto progettatoper lui, ovvero da ( _qH ; _tH), mentre dal 
ontratto progettato per il tipo �L,ovvero ( _qL; _tL), ha una utilit�a pari a:�Hv( _qL)� �Lv( _qL) = ��v( _qL) > 0 (301)ovvero l'utilit�a 
he gli viene dal suo tipo 
on il 
ontratto preparato per l'al-tro meno l'utilit�a 
he ri
averebbe dal 
ontratto se il suo tipo fosse �L: talequantit�a �e strettamente positiva per 
ome sono de�nite le grandezze in essa
oinvolte. Si ha quindi 
he il 
ompratore di tipo �H ha una utilit�a (o guada-gno) maggiore dallo s
egliere il 
ontratto preparato per il tipo �L.Supponiamo 
he il 
ompratore sia di tipo �L.Se il 
ompratore �e di tipo �L ha una utilit�a nulla dal 
ontratto progettatoper lui ovvero da ( _qL; _tL) mentre dal 
ontratto ( _qH ; _tH) ha una utilit�a pari a:�Lv( _qH)� �Hv( _qH) = ���v( _qH) < 0 (302)per 
ui an
he lui s
eglierebbe ( _qL; _tL) e 
i�o equivale ad avere il solo 
ontratto( _qL; _tL) 
ome 
ontratto ottimo per il venditore.Lo s
opo del venditore �e, inve
e, quello di avere due 
ontratti in modo 
he il
ompratore di tipo �H s
elga il 
ontratto progettato per lui e lo stesso fa

iail 
ompratore di tipo �L.A tale s
opo il venditore progetta due 
ontratti (o, meglio, due tipologie di
ontratti):1. (qL; tL),2. (qH ; tH),in modo da separare i due tipi ovvero in modo 
he:1. il 
ompratore di tipo �H preferis
a (qH ; tH) a (qL; tL),2. il 
ompratore di tipo �L preferis
a (qL; tL) a (qH ; tH).Per
h�e �H s
elga (qH ; tH) inve
e di (qL; tL) deve essere 
he l'utilit�a 
he il tipo�H ri
ava dal 
ontratto (qH ; tH) sia maggiore o uguale a quella 
he ri
ava dal
ontratto (qL; tL) ovvero deve essere:�Hv(qH)� tH � �Hv(qL)� tL (303)
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ompatibilit�a 
on in
entividi tipo H.In modo analogo se si vuole 
he �L s
elga (qL; tL) inve
e di (qH ; tH) deveessere 
he l'utilit�a 
he il tipo �L ri
ava dal 
ontratto (qL; tL) sia maggiore ouguale a quella 
he ri
ava dal 
ontratto (qH ; tH) ovvero deve essere:�Lv(qL)� tL � �Lv(qH)� tH (304)Chiameremo la relazione (304) ICL ovvero 
ompatibilit�a 
on in
entividi tipo L. Oltre alle (303) e (304) si hanno altri due vin
oli denominati,rispettivamente, IRH e IRL:�Hv(qH)� tH � 0 (305)�Lv(qL)� tL � 0 (306)
he stabilis
ono l'a

ettabilit�a di 
ias
un 
ontratto da parte del tipo di 
om-pratore per il quale il 
ontratto �e stato progettato, nel 
aso in 
ui l'utilit�a diriserva sia nulla.Si ha 
he la 
oppia di 
ontratti:1. (qL; tL)2. (qH ; tH)viola la (303) ovvero il vin
olo ICH.Si hanno 
ontratti 
he:1. massimizzano il pro�tto del venditore,2. soddisfano i vin
oli (303), (304), (305) e (306)in modo 
he �H s
elga (qH ; tH) e �L s
elga (qL; tL).L'espressione generale del pro�tto del venditore 
he si vuole massimizzare �edata dalla seguente quantit�a: t� 
q (307)ovvero dalla di�erenza fra l'in
asso e la spesa di produzione. Se il 
ompratore�e di tipo �H il pro�tto �e: tH � 
qH (308)Se il 
ompratore �e di tipo �L il pro�tto �e:tL � 
qL (309)Per pro
edere si assegna una distribuzione di probabilit�a a f�L; �Hg in modo
he sia:
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al
olare il pro�tto atteso di 
ui si vuole il massimo:max (1� pL)(tH � 
qH) + pL(tL � 
qL) (310)rispetto alle grandezze tH ; tL; qH ; qL e sotto i vin
oli (303), (304), (305) e(306).Se i vin
oli non sono soddisfatti non ha senso dire 
he:1. �H s
eglie (qH ; tH),2. �L s
eglie (qL; tL).Il teorema �e ben posto per 
ui il problema ha soluzione e l'insieme delle quan-tit�a tH ; tL; qH ; qL 
he de�nis
ono i due 
ontratti �e 
hiuso e limitato per 
uila soluzione esiste. Si vuole sapere 
ome �e fatta. Si noti 
he la formulazionenon es
lude l'ipotesi 
he i 
ontratti siano uguali ma prevede 
he i 
ontrattisiano diversi.Lemma 6.1 [Primo passo℄ Si vuole veri�
are 
he il vin
olo IRH �e ridon-dante.Si hanno i 
ontratti:1. (qL; tL)2. (qH ; tH)
on i vin
oli: �Hv(qH)� tH � �Hv(qL)� tL (311)�Lv(qL)� tL � �Lv(qH)� tH (312)�Hv(qH)� tH � 0 (313)�Lv(qL)� tL � 0 (314)
ome noto detti, nell'ordine, ICH, ICL, IRH e IRL.Il vin
olo IRH (313) �e ridondante nel senso 
he se sono soddisfatti i vin
oliICH, ICL e IRL allora �e soddisfatto an
he IRH: infatti IRH �e impli
atoda ICH e IRL e dal fatto 
he �H > �L.Dal vin
olo IRL e dal fatto 
he �H > �L ho:�Hv(qL)� tL > �Lv(qL)� tL � 0 (315)
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ui: �Hv(qH)� tH � 0 (317)ovvero il vin
olo IRH.[Se
ondo passo℄ Si vuole veri�
are 
he all'ottimo il vin
olo IRL �e strin-gente ovvero �e attivo (e quindi vale 
on il segno di =).Si prendono due 
ontratti ammissibili (nel senso 
he soddisfano i vin
oli(311), (312), (313) e (314)) del tipo (qL; qH ; tL; tH) in modo 
he IRL nonsia stringente ovvero in modo 
he sia:�Lv(qL)� tL > 0 (318)In tali 
ondizioni i 
ontratti non sono ottimali, nel senso 
he ne trovo dimigliori dato 
he posso prendere (qL; qH ; tL + "; tH + ") (
on " > 0 pi

olo)
he sono ammissibili e migliori (nel senso 
he danno pro�tti maggiori) della
oppia iniziale. Se per (qL; tL) ho 
he vale la (318) lo stesso vale, per 
onti-nuit�a, per (qL; tL + "). In modo simile si veri�
a 
he valgono ICH e ICL.Si ha 
he (qL; qH ; tL; tH) soddisfa ICH. Se tH e tL 
res
ono entrambi di "in modo 
he ICH e ICL 
ontinuino a valere ho 
he (qL; qH ; tL + "; tH + ")�e ammissibile e migliore dato 
he i 
osti per il venditore non 
ambiano men-tre gli in
assi 
res
ono. In tal modo si vede 
he all'ottimo (ovvero quando i
ontratti non possono migliorare pi�u) si ha 
he IRL vale 
ome uguaglianza.[Terzo passo℄ Si vuole veri�
are 
he all'ottimo il vin
olo ICH �e stringenteovvero �e attivo (e quindi vale 
on il segno di =).Lo si fa 
on ragionamenti analoghi al 
aso pre
edente.[Quarto passo℄ Si vuole veri�
are 
he all'ottimo il vin
olo ICL �e equiva-lente a qH � qL (tale relazione �e vera per ogni funzione di pro�tto).Vediamo per
h�e il vin
olo ICL ovvero:�Lv(qL)� tL � �Lv(qH)� tH (319)�e equivalente a qH � qL.Se 
onsidero ICH e ICL e sommo m. a m. le:�Hv(qH)� tH � �Hv(qL)� tL (320)�Lv(qL)� tL � �Lv(qH)� tH (321)svolgendo i 
al
oli e sempli�
ando (utilizzando la �(�) = �H � �L):��v(qH) � ��v(qL) (322)
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res
ente si ha: qH � qL (324)Se (vedi il se
ondo passo) 
onsidero il vin
olo IRL stringente ho:�Lv(qL)� tL = 0 (325)da 
ui: tL = �Lv(qL) (326)Se sostituis
o la (326) nella (320) ottengo (se 
onsidero il vin
oloall'uguaglianza): tH = �Hv(qH)���v(qL) (327)Nota 6.10 (Commento al Lemma) Il 
ompratore di tipo �L ha utilit�anulla 
ome nel 
aso a informazione 
ompleta dato 
he il vin
olo IRH va-le all'uguaglianza.Il 
ompratore di tipo �H paga la somma data dalla (327) ovvero:tH = �Hv(qH)���v(qL) (328)
he �e una 
ifra strettamente positiva.Il venditore non 
onos
e il tipo del 
ompratore ma deve rispettare i vin
oliICH e ICL. Si ha 
he valgono le seguenti relazioni:1. �tH�qL < 0,2. �v�qL > 0 essendo v 
res
ente,ovvero quanto pi�u vendo al tipo �L tanto meno in
asso dal tipo �H. Dalla(328) ho 
he tanto maggior �e qL (per la (324)) 
on v 
res
ente tanto pi�u �eutile per �H s
egliere il 
ontratto (qH ; tH).Se 
onsidero il vin
olo ICH e �sso qH nel 
ontratto (qH ; tH) il prezzo tH deveessere tale 
he: �tL�qH = 0 (329)(la ri
avo dalla tL = �Lv(qL)) ovvero quello 
he si in
assa dal 
ompratore ditipo �L �e indipendente da quello 
he si vende al 
ompratore di tipo �H . Sinoti 
he la quantit�a qL �e inferiore a quella 
he si ha nel 
aso di informazione
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ompleta.Riprendendo la: max (1� pL)(tH � 
qH) + pL(tL � 
qL) (330)si ha 
he la soluzione �e data dalle seguenti relazioni:1. tL = �Lv(qL),2. tH = �Hv(qH)���v(qL)Non si 
onsidera il \vin
olo" qH � qL. Se si risolve il problema di massimoe tale vin
olo risulta soddisfatto ex� post allora siamo in una 
ondizione diottimo.Se sostituis
o le espressioni delle tL e tH nella (330) ottengo:max (1� pL)(�Hv(qH)���v(qL)� 
qH) + pL(�Lv(qL)� 
qL) (331)Per ottenere il massimo si deriva l'argomento della funzione max:1. rispetto a qH in modo da massimizzare la di�erenza dei termini in 
ui
ompare qH 
he sono quelli 
he ho nel 
aso di informazione 
ompletaper 
ui il valore ~qH 
he massimizza 
oin
ide 
on il valore trovato nel
aso di informazione 
ompleta _qH ,2. rispetto a qL.Se 
al
olo:�[(1� pL)(�Hv(qH)���v(qL)� 
qH) + pL(�Lv(qL)� 
qL)℄�qL (332)ottengo �(1� pL)��v0(qL) + pL�Lv0(qL)� 
pL (333)La (333) all'ottimo assume un valore nullo o negativo: assume un valorenegativo se l'ottimo �e in ~qL = 0 mentre assume un valore nullo se l'ottimo �ein ~qL > 0, tenendo 
onto del fatto 
he qL 2 R+ . La soluzione del problemasenza 
he si 
onsideri espli
itamente il vin
olo qH � qL soddisfa tale vin
oloed �e una soluzione del problema generale. Si deve 
omunque veri�
are 
hein ogni 
aso �e: ~qH > ~qL (334)in quanto (vedi an
he la �gura 65):~qH = _qH > _qL (335)



6.4 Modelli di s
ambio 142

Figura 65: (Dettagli nel testo)Il valore di _qL deriva da una 
ondizione su �L e v0 > 0 per 
ui si ha:_qL > ~qL ) ~qH > ~qL (336)Se 
onsidero la (332) in 
ui ho sostituito i valori per tH e tL ottengo 
he talerelazione assume valori negativi 8qL > ~qL dato 
he (vedi an
he la �gura 65):pL(�Lv0(qL)� 
) � 0 (337)8qL > _qL e: (1� pL)��v(qL) < 0 (338)per 
ui il qL ottimo (ovvero quello in 
orrispondenza del massimo dellafunzione) �e minore di _qL ovvero �e: _qL > ~qL (339)Si �e 
os�� trovato un massimo senza 
onsiderare il vin
olo qH � qL.Il massimo 
os�� 
al
olato soddisfa tale vin
olo per 
ui rappresenta la soluzioneottima.I 
ontratti ottimi sono 
aratterizzati dalle seguenti quantit�a:1. q̂H = ~qH = _qH ,2. q̂L = ~qL < _qL,
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ui _qH e _qL sono dette quantit�a so
ialmente ottimalimentre gli s
ambidi danaro t̂H e t̂L soddisfano i vin
oli IRL e ICH 
on il segno di uguaglianzaovvero sono ri
avati dalle:1. tL = �Lv(qL),2. tH = �Hv(qH)���v(qL).La ~qL < _qL deriva dalle seguenti 
ondizioni sulle derivate parziali:1. �tH�qL < 02. �tL�qH = 0Il 
ompratore di tipo �H ha una utilit�a in genere strettamente positiva sse~qL > 0. Se ha informazione privata sulle preferenze il venditore progetta i
ontratti ma il 
ompratore di tipo �H pu�o s
egliere il 
ontratto progettatoper il 
ompratore di tipo tipo �L. Il venditore deve fare in modo 
he 
i�o nona

ada. Si hanno i seguenti 
asi limite:1. se pL �! 1 allora q̂L �! _qL,2. se pL �! 0 allora 
ontrasto l'e�etto negativo e q̂L �! 0Il valore ottimo di qL �e q̂L < _qL. Se il 
ompratore s
eglie il 
ontratto(qL; tL) all'ottimo la quantit�a s
ambiata vale q̂L mentre lo s
ambio di danaroammonta a t̂L. L'utilit�a per il 
ompratore di tipo �L �e:�Lv(q̂L)� t̂L (340)mentre il pro�tto del venditore vale:t̂L � 
q̂L (341)In questo 
aso il venditore pu�o o�rire di pi�u a parit�a di prezzo ovvero q̂L+dqLin modo 
he l'utilit�a per il 
ompratore aumenti (dato 
he la funzione v �e
res
ente). Si hanno le seguenti variazioni:1. variazione dell'utilit�a: �Lv0(q̂L)dqL � dtL � 0 per 
ui il 
ompratorea

etta,2. variazione del pro�tto: dtL � 
dqL valida nel 
aso di dtL e dqL pi

oli.
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Figura 66: Variazione del pro�tto (Dettagli nel testo)In prati
a si s
eglie dtL = �Lv0(qL)dqL in modo 
he la variazione di utilit�asia veri�
ata all'uguaglianza e la variazione del pro�tto (vedi il segmento ingrassetto della �gura 66) vale:(�Lv0(q̂L)� 
)dqL (342)in 
ui �Lv0(q̂L) > 0 e dqL > 0 per ipotesi. Ci�o 
he pesa �e il fattore:�tH�qL (343)per 
ui q̂L non �e eÆ
iente.Nota 6.11 (Commento di tipo e
onomi
o) La �loso�a di base �e quelladi ridurre l'utilit�a del 
ompratore in tutte le alternative 
he non vanno beneal venditore. Se 
onsidero la (333) la posso ris
rivere 
ome:[pL�L � (1� pL)��℄v0(qL)� 
pL (344)ovvero 
ome: pLf[�L � (1� pL)pL ��℄v0(qL)� 
g (345)
on: J(�L) = [�L � (1� pL)pL ��℄ (346)
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Figura 67: Curve di livello (Dettagli nel testo)
he denota la valutazione virtuale del tipo �L (vedi la �gura 67).Se ~qL > 0 in ~qL la derivata si annulla ovvero la parte fra fg si annulla equindi: J(�L)v0(~qL) = 
 (347)Se avessi informazione 
ompleta e avessi un 
ompratore di un tipo 
on unavalutazione pari a J(�L) tale 
ompratore ri
everebbe una quantit�a data dalla(347).Se si s
eglie ~qL = q̂L 
i si pone 
ome nel 
aso di informazione 
ompleta ma
on una valutazione J(�L) < �L per
h�e a �L si sottrae (1�pL)pL ��. Si ha inve
e
he q̂H �e s
elto 
ome nel 
aso di informazione 
ompleta.



1467 Settima Lezione7.1 Eser
izi7.1.1 Eser
izio 1Considero il 
aso di un duopolio di Cournot 
on eliminazione iterata.Se q1 e q2 sono le quantit�a prodotte dalle due imprese il relativo prezzo �eespresso dalla funzione (348):

Figura 68: Eser
izio 1 (dettagli nel testo)p(q1; q2) = � a� b(q1 + q2) se q = q1 + q2 � ab0 se q = q1 + q2 > ab (348)ovvero (se a = 30, b = 1 e 
 = 0):p(q1; q2) = � 30� q1 � q2 se q1 + q2 � 300 se q1 + q2 > 30 (349)In questo eser
izio si prende in esame una appli
azione della te
ni
a di 
an-
ellazione iterata di strategie strettamente dominate. Si 
omin
ia
on il 
onsiderare il pro�tto dell'impresa 1 
he dipende, 
ome il prezzo, dallequantit�a prodotte dalle due imprese:�1(q1; q2) = q1(30� q1 � q2) (350)
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izi 147Derivando la (350) rispetto a q1 si ha:��1�q1 = 30� q2 � 2q1 (351)Sapendo 
he 0 < q2 < 30 posso dire 
he 0 < 30� q2 < 30 per 
ui imponendo:��1�q1 < 0 (352)ottengo la 
ondizione per la quale il pro�tto dell'impresa 1 de
res
e:30� q2 � 2q1 < 0 (353)ovvero: q1 > 15� q22 (354)Se q2 = 0 (ovvero se l'impresa 2 non produ
e) ho:��1�q1 � < 0 se q1 > 15� 0 se q1 � 15 (355)

Figura 69: Eser
izio 1: andamento di �1 (dettagli nel testo)Dalla �gura 69 si ha 
he, se q1 > 15 e q2 = 0, ��1�q1 < 0 ovvero il pro�ttodell'impresa 1 (�1) de
res
e e, pertanto, ogni quantit�a q1 > 15 �e strettamente
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izi 148dominato da q1 = 15. Se, inve
e, q1 � 15 e q2 = 0, ��1�q1 � 0 ovvero il pro�ttodell'impresa 1 (�1) 
res
e o rimane 
ostante.Vediamo ora il pro�tto dell'impresa 2. In questo 
aso si ha:�2(q1; q2) = q2(30� q1 � q2) (356)da 
ui, derivando rispetto a q2, si ha:��2�q2 = 30� q1 � 2q2 (357)Le strategie (ovvero le possibili quantit�a 
he le singole imprese possonoprodurre) all'inizio del gio
o sono le seguenti:1. S1 = [0;+1)2. S2 = [0;+1)Dopo la prima iterazione per l'impresa 1 si ha 
he le strategie si sono ridottea S(1)1 = [0; 15℄ dal momento 
he le strategie 
on q1 > 15 sono strettamentedominate.Per l'impresa 2 la situazione �e simmetri
a rispetto a quella dell'impresa 1 per
ui an
he per l'impresa 2 si ha 
he le strategie si sono ridotte a S(1)2 = [0; 15℄dal momento 
he le strategie 
on q2 > 15 sono strettamente dominate.Alla se
onda iterazione si dimostra 
he si ha S(2)1 = [15=2; 15℄.Considero di nuovo la: ��1�q1 = 30� 2q1 � q2 (358)Si

ome q2 2 S(1)2 ho 
he nella (358) ho:��1�q1 > 0 (359)8q1 2 [0; 15=2℄. So 
he 2 non s
eglie q2 > 15 per
h�e tali strategie sono stret-tamente dominate per 
ui per 2 ho S(1)2 . Se q2 2 [0; 15℄ allora �q2 2 [�15; 0℄ovvero 30�q2 2 [15; 30℄ e, pertanto, dalla (358), ottengo q1 2 [15=2; 15℄. Conragionamenti duali si ri
ava 
he S(2)2 = [15=2; 15℄. Iterando il ragionamentosi arriva alla soluzione ottimale _q1 = _q2 = 10.A tale risultato si arriva an
he in modo diretto imponendo uguali a zero lederivate delle funzioni pro�tto rispetto alle quantit�a q :1 e q2 e svolgendosempli
i 
al
oli
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izio 2: Asta di se
ondo prezzoIn questo tipo di asta si hanno n o�erenti ognuno dei quali ha unavalutazione vi (i = 1; : : : ; n) del bene messo all'asta ed una utilit�a:ui = � 0 se non vin
evi � bi se vin
e (360)dove bi �e la 
ifra 
he i paga per aggiudi
arsi il bene.Ho due 
asi:1. le vi sono 
onos
enza 
omune,2. le vi sono 
onos
enza privata 
on distribuzioni arbitrarie.In entrambi i 
asi il risultato non 
ambia. Si dimostra 
he:bi = vi (361)�e una strategia debolmente dominante per i ed �e l'uni
a a sua disposi-zione.Nell'asta di se
ondo prezzo le o�erte possono essere viste 
ome mosse simul-tanee, 
hi o�re di pi�u vin
e e paga una 
ifra pari alla se
onda o�erta pi�ualta. Si dimostra 
he, 
onsiderando il parte
ipante 1 per 
omodit�a (ma ilragionamento per simmetria vale per i generi
o), si ha 
he:b1 = v1 (362)pro
ura a 1 una utilit�a pi�u alta (in senso debole ovvero 
on �) di quellapro
urata da ogni altra o�erta diversa da v1 per ogni insieme di o�erte deglialtri, ovvero per ogni b�1. Se 
on b1�1 indi
o la pi�u alta o�erta fatta daglialtri ovvero: b1�1 = maxfb2; : : : ; bng (363)si hanno tre 
asi:b1 = v18<: > b1�1 se 1 offre pi�u degli altri< b1�1 se 1 offre meno di almeno uno degli altri= b1�1 se 1 offre b1�1 (364)Le o�erte sono fatte in modo privato ovvero rappresentano mosse simultaneee quindi 1 non sa in 
he situazione si trova, al momento di fare la propriao�erta, per
h�e non 
onos
e le o�erte degli altri.Vediamo i tre 
asi singolarmente.
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izi 1501. Se b1 = v1 e b1 > b1�1 1 vin
e l'asta e paga b1�1 
io�e la se
onda o�ertapi�u alta. In tal 
aso la sua utilit�a valev1 � b1�1 > 0 (365)ed �e l'utilit�a massima (di�erenza fra quello 
he ottiene, 
ome valuta-zione, e quello 
he paga).Se 1 o�risse di pi�u di v1 non migliorerebbe la propria situazione per
h�eotterrebbe la stessa utilit�a.Se 1 o�risse meno di v1 non migliorerebbe la propria situazione per
h�eotterrebbe la stessa utilit�a a patto di o�rire 
omunque pi�u di b1�1 per-
h�e in 
aso 
ontrario non vin
erebbe l'asta. Riassumendo si ha 
he seb1 6= v1 l'utilit�a di 1 non varia a patto 
he b1 non s
enda sotto b1�1 (inquesto 
aso infatti 1 non vin
e l'asta).2. Se b1 = v1 e b1 < b1�1 1 non vin
e l'asta e la sua utilit�a �e nulla. Si

omeb1 � b1�1 < 0 se 1 o�re di pi�u pu�o 
ontinuare a perdere ma pu�o vin
erese arriva ad o�rire una 
ifra b1 maggiore di b1�1. In questo 
aso 1 vin
ee paga b1�1 
he �e maggiore della propria valutazione e, in tal modo,ottiene una utilit�a negativa pari a v1 � b1�1 < 0 dal momento 
he pagapi�u di quello 
he il bene vale per lui. An
he in questo 
aso una strategiaottimale �e o�rire b1 = v1.3. Se b1 = v1 = b1�1 si hanno pi�u parte
ipanti a pari merito per 
ui siandrebbe ad una lotteria equa solo 
he, nel 
aso di v. a. 
ontinue, laprobabilit�a di tale evento �e nulla.Vediamo il ri
avo R del venditore. Si ha:R = v(2) (366)ovvero il ri
avo �e la se
onda migliore o�erta dato un pro�lo di valutazioni eavendo �ssato i e vi: il venditore ri
ava una 
ifra pari alla se
onda o�ertapi�u alta 
he �e quanto paga 
hi o�re di pi�u per aggiudi
arsi il bene. Si ha 
he�e: E[R℄ = E[v(2)℄ (367)nel 
aso non si 
onos
ano le valutazioni vi ma si sappia 
he vi 2 [a; b℄. Si veri-�
a 
he il ri
avo atteso 
oin
ide 
on quello dell'asta di primo prezzo mediante
onsiderazioni simili.7.1.3 Eser
izio 3Le �gure 70 e 71 presentano:



7.1 Eser
izi 1511. la forma estesa,2. la forma normale,di un gio
o 
on due gio
atori a mosse su

essive (non pu�o essere a mossesimultanee per 
ome �e fatta la forma estesa). In tale gio
o le strategie pure

Figura 70: Eser
izio 3: forma estesa (dettagli nel testo)

Figura 71: Eser
izio 3: forma normale (dettagli nel testo)dei gio
atori sono le seguenti:1. S1 = fA;Bg2. S2 = fC;Dg



7.1 Eser
izi 152Da una analisi della forma normale si vede 
ome i NE in strategie pure delgio
o sono:1. (B;C)2. (A;D)Vediamo 
osa su

ede nel 
aso di strategie miste. Ci si 
hiede: si hannoNE 
on 2 
he s
eglie una strategia mista?Per
h�e 
i�o a

ada �e ne
essario 
he 2 sia indi�erente fra le sue strategie purenel supporto della strategia mista 
io�e 
he 2 sia indi�erente fra C e D quale
he sia la strategia (mista) gio
ata da 1. Se u2(C; �1) rappresenta l'utilit�aattesa di 2 
he gio
a C mentre 1 gio
a una strategia mista generi
a �1 eu2(D; �1) rappresenta l'analoga utilit�a attesa di 2 
he gio
a D si ha:1. u2(C; �1) = 3�1A + 1�1B2. u2(D; �1) = 3�1A + 0�1Bdove �1X �e la probabilit�a 
he 1 esegua la mossa X 
on X = A;B. Se siimpone la 
ondizione di indi�erenza per 2 ovvero:u2(C; �1) = u2(D; �1) (368)si ottiene 
he deve ne
essariamente essere �1B = 0. 2 �e indi�erente fra C eD sse 1 gio
a A ovvero: C �2 D (369)sse �1B = 0 () �1A = 1. Si ha una strategia mista per 2 
on un equilibriose 1 gio
a una strategia pura, A. Ci�o ri
hiede 
he sia:A �1 B (370)ovvero 
he A sia preferito a B da 1 per
h�e se avessi:A �1 B (371)avrei 
he 1 gio
herebbe B 
on probabilit�a 1 e non A. Se 
on �2Y si indi
ala probabilit�a 
he 2 esegua la mossa Y 
on Y = C;D si 
al
olano le utilit�aattese per 1:1. u1(A; �2) = 2�2C + 2�2D = 2�2C + 2(1� �2C) = 22. u1(B; �2) = 4�2C + 1�2D = 4�2C + 1(1� �2C) = 3�2C + 1



7.1 Eser
izi 153Per
h�e sia A �1 B deve essere u1(A; �2) � u1(B; �2 ovvero, svolgendo i
al
oli: �2C � 13 (372)ovvero se vale la (372) ho 
he 1 gio
her�a A inve
e di B e quindi 2 sar�aindi�erente fra C e D. Le 
ondizioni viste sono ne
essarie e suÆ
ienti per
ui: (A; (�2C ; �2D)) (373)�e un NE 8�2C 2 [0; 1=3℄. Si noti 
he se 1 gio
a A il gio
o termina subitosenza 
he 2 possa e�ettivamente muovere.7.1.4 Eser
izio 4Si hanno due imprese i = 1; 2 
ias
una delle quali 
ompie uno sforzo siper ottenere un sussidio (vedi la �gura 72). Gli sforzi si assumono valori in

Figura 72: Eser
izio 4 (dettagli nel testo)[0; 80℄ e hanno un 
osto pari a: 
(si) = s2i (374)



7.1 Eser
izi 154(i = 1; 2) mentre il sussidio ottenuto (e 
he viene suddiviso in parti ugualifra le due ditte) vale: 100(s1 + s2) + �s1s2 (375)in 
ui � �e una sorta di 
oeÆ
iente di 
orrelazione. Da quanto detto si ri
avanofa
ilmente le utilit�a delle due imprese (o ditte):u1(s1; s2) = 50(s1 + s2) + �2 s1s2 � s21 (376)u2(s1; s2) = 50(s1 + s2) + �2 s1s2 � s22 (377)Se � = 0 (nessuna in
uenza re
ipro
a) ogni gio
atore (impresa) ha unastrategia strettamente dominante per 
ui si esamina tale 
aso 
ome punto dipartenza. Se � = 0 la (376) diventa:u1(s1; s2) = 50(s1 + s2)� s21 (378)Il valore ottimo di u1 dipende sia da s1 sia da s2 ma il 
ontributo di s2 sparis
enel momento in 
ui 
al
olo il valore della derivata rispetto a s1 ovvero il valoredi s1 per il quale la (378) assume valore ottimo non dipende dal valore di s2ovvero �e lo stesso 8s2.Il valore di s1 per 
ui si ha l'ottimo �e una strategia dominante per la ditta1. Dalla (378), derivando rispetto a s1 ed eguagliando a zero, si ha (vedi la�gura 72): _s1 = 25 (379)In modo duale, 
on ragionamenti simili, dalla:u2(s1; s2) = 50(s1 + s2)� s22 (380)derivando rispetto a s2 e imponendo la derivata uguale a 0 si ri
ava:_s2 = 25 (381)Si 
onsidera ora il 
aso � 6= 0 e si 
er
a di individuare tutti i NE del gio
o.Si riprendono le (376) e (377):u1(s1; s2) = 50(s1 + s2) + �2 s1s2 � s21 (382)u2(s1; s2) = 50(s1 + s2) + �2 s1s2 � s22 (383)Si nota 
he la (382) �e strettamente 
on
ava in s1 dal momento 
he:�2u1�s12 = �2 < 0 (384)ed in pi�u:



7.1 Eser
izi 1551. [0; 80℄ �e un insieme 
onvesso,2. u1(s1; s2) �e una funzione 
ontinua in s2Da tutto 
i�o segue 
he esistono pi�u NE in strategie pure e miste.Si

ome deve essere � 6= 0 per sempli�
armi la vita 
onsidero � = 2 in mododa avere le seguenti espressioni delle utilit�a:u1(s1; s2) = 50(s1 + s2) + s1s2 � s21 (385)u2(s1; s2) = 50(s1 + s2) + s1s2 � s22 (386)Volendo un NE in strategie pure uso le 
ondizioni del primo ordine (ovvero
al
olo le derivate prime rispetto a s1 per la u1(s1; s2) e rispetto a s2 per lau2(s1; s2) e le impongo uguali a 0) in modo da ottenere:s1 = 25 + s22 (387)s2 = 25 + s12 (388)Le (387) (388) hanno una intersezione (vedi la �gura 73) in un punto le 
ui
oordinate sono ottenute dalla loro risoluzione (ottenuta sottraendo le duem. a m. e poi sostituendo il risultato ottenuto) e sono:_s1 = _s2 = 50 (389)(in altro modo, dalla uguaglianza delle (387) (388) si ha s1 = s2 e, sostituendoin una delle due, si ha fa
ilmente s1 = 50). In strategie pure l'uni
o NE �equello dato dalla (389). Si veri�
a 
he �e l'uni
o 
onsiderando an
he i puntidi frontiera degli intervalli [0; 80℄.Ci si 
hiede: esistono NE 
on strategie miste? Il gio
o ha in�nite strategie ela de�nizione dei NE pu�o essere un problema. In ogni 
aso si pu�o veri�
are
he non esistono NE in strategie miste ovvero in ogni equilibrio 1 gio
a unastrategia pura e lo stesso vale per 2.Se s01; s001; s0001 sono strategie pure per 1 e �1 �e una strategia mista per 1 
on:1. �1(s01) > 0,2. �1(s001) = 1� �1(s01),3. �1(s0001 ) = 0
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Figura 73: Eser
izio 4: andamenti delle derivate (dettagli nel testo)esiste una strategia pura per 1 migliore della �1. Se 2 gio
a una strategiamista 
on distribuzione di probabilit�a �2 per
h�e 1 sia indi�erente fra s01 e s001deve essere: u1(s01; �2) = u1(s001; �2) (390)La u1(s001) �e 
on
ava in s001 
on �2 �ssata. La �gura 74 illustra quanto segue.Data una funzione f :1. strettamente 
on
ava,2. su un dominio 
onvesso,3. 
on f(s01) = f(s001) (391)nel punto 
he �e dato dalla 
ombinazione 
onvessa di s01 e s001 ho una 
ondizioneper la quale la funzione utilit�a u1 assume un valore maggiore. Lo si vede nel
aso della f di �gura 74 (sinistra). Data la f ho 
he 8x1; x2 e 8� 2 [0; 1℄ perla 
on
avit�a ho:f(�x1 + (1� �)x2) > �f(x1) + (1� �)f(x2) (392)
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Figura 74: Eser
izio 4: 
on
avit�a (dettagli nel testo)Se riprendo le: u1(s1; s2) = 50(s1 + s2) + s1s2 � s21 (393)u2(s1; s2) = 50(s1 + s2) + s1s2 � s22 (394)ho le seguenti 
ondizioni di indi�erenza e preferenza:u1(s01; �2) = u1(s001; �2) < u1(s1; �2) (395)8s1 2 [s01; s001℄. Se si 
onsidera (vedi la �gura 75):1. S1 = [0; 80℄2. S2 = [0; 40℄si ha l'equilibrio (uni
o NE in strategie pure) della �gura 75 in 
ui si ha:s2 = � 25 + s12 se s1 � 3040 se s1 > 30 (396)7.1.5 Eser
izio 5: Asta \all pay"Si 
onsidera un'asta di tipo parti
olare 
on un venditore e due gio
atorii = 1; 2 tali 
he:
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Figura 75: Eser
izio 4: equilibrio (dettagli nel testo)1. s1 e s2 sono, rispettivamente, le o�erte dei gio
atori 1 e 2,2. la valutazione del bene �e la stessa per entrambi i gio
atori e la possopensare normalizzata a 1 ovvero v1 = v2 = 1,3. le possibili strategie dei gio
atori sono s1 2 [0; 1℄ e s2 2 [0; 1℄.Se 
on u1(s1; s2) indi
o l'utilit�a del gio
atore 1 se o�re s1 nel 
aso in 
ui ilgio
atore 2 o�re s2 ho i seguenti 
asi:u1(s1; s2) = 8<: 1� s1 se s1 > s2�s1 se s2 > s112 � s1 se s1 = s2 (397)Nella (397) ho i tre 
asi in 
ui 1 vin
e l'asta e paga una somma pari allapropria o�erta, 1 perde l'asta ma deve pagare la propria o�erta e i due gio-
atori pareggiano per 
ui 1 vin
e (in termini di utilit�a attesa) 1=2 diminuitodi quello 
he ha o�erto. Per il gio
atore 2 , in modo simmetri
o, se 
onu2(s1; s2) indi
o l'utilit�a di 2 se o�re s2 mentre 1 o�re s1, ho i seguenti 
asi:u2(s1; s2) = 8<: 1� s2 se s2 > s1�s2 se s2 < s112 � s1 se s2 = s1 (398)



7.1 Eser
izi 159Si vuole dimostrare 
he non esiste un NE in strategie pure. Ladimostrazione (o meglio la veri�
a) la si fa 
onsiderando i vari 
asi.1. s1 > s2 > 0: in questo 
aso 1 vin
e, paga s1 e ottiene una utilit�a pari a1� s1 mentre 2 perde e paga s2. Tale 
ondizione non �e di equilibrio seuno o entrambi i gio
atori possono migliorare (deriva dalla negazionedella de�nizione di equilibrio di Nash). In questo 
aso 2 pu�o migliorareper
h�e pu�o o�rire 0 in modo 
he perde ma non deve pagare nulla: la
ondizione detta, pertanto, non �e un NE.2. s1 > s2 = 0: in questo 
aso 1 vin
e, paga s1 e ottiene una utilit�a pari a1� s1 mentre 2 perde ma non paga nulla. Con 
onsiderazioni analoghealle pre
edenti si veri�
a 
he tale 
ondizione non �e di equilibrio per
h�e1 pu�o o�rire s1 � " 
on " > 0 pi

olo in modo da 
ontinuare a vin
erepagando meno.3. i 
asi s2 > s1 > 0 e s2 > s1 = 0 li si analizza in modo analogo aipre
edenti in modo da dimostrare 
he non danno luogo a NE.4. s1 = s2 = 1: in questo 
aso entrambi hanno una utilit�a negativa paria �1=2 per 
ui entrambi vogliono di si
uro o�rire meno e quindi tale
ondizione non �e un NE.5. s1 = s2 < 1: in questo 
aso hanno entrambi utilit�a u1 = u2 = 1=2� s1(per
h�e siano strettamente positive deve essere s1 = s2 < 1=2) maentrambi hanno interesse a deviare pagando " > 0 pi

olo in modo daavere tutto il premio a 
osti di po
hissimo superiori.6. s1 = s2 = 0: in questo 
aso hanno entrambi una utilit�a pari a 1=2 ma la
ondizione non �e un NE in quanto entrambi hanno interesse a deviarepagando " > 0 pi

olo in modo da avere un'utilit�a pari a 1� ".Esiste un NE in strategie miste (�1; �2)?Si suppone 
he sia:1. �1 
on distribuzione uniforme su [0; 1℄,2. �2 
on distribuzione uniforme su [0; 1℄.Si pu�o 
al
olare u1(s1; ��1) = u1(s1; �2) 
ome somma delle utilit�a dei treeventi possibili ovvero 1 vin
e, 1 pareggia e 1 perde:u1(s1; �2) = (1� s1)P (s2 < s1) + (12 � s1)P (s2 = s1) + (�s1)P (s2 > s1)= (1� s1)s1 + (�s1)(1� s1) = 0 (399)8s1 2 [0; 1℄, in 
ui:



7.2 Distribuzione 
ontinua dei tipi di 
ompratore 1601. P (s2 = s1) = 0 per
h�e si tratta di v. a. 
ontinue,2. P (s2 < s1) = R s10 1dt = s1,3. P (s2 > s1) = 1� P (s2 < s1) = 1� s1.Qualunque 
osa 2 gio
hi (ovvero qualunque sia la strategia mista �2 adottatada 2, pur
h�e 
on distribuzione uniforme) l'utilit�a attesa di 1 �e nulla. In modoanalogo si ha 
he: u2(s2; �1) = 0 (400)ovvero �1 �e una risposta ottima a �2 e, in modo simile, �2 �e una rispostaottima a �1 in modo 
he entrambe de�nis
ano un uni
o NE in strategiemiste.7.2 Distribuzione 
ontinua dei tipi di 
ompratoreRiprendendo il dis
orso iniziato nella sezione 6.4 si esamina ora il 
aso in
ui si ha un intervallo 
ontinuo di tipi del 
ompratore ovvero:� 2 [�L; �H ℄ (401)
on �H > �L > 0. In questo 
aso non si ha un insieme 
on due tipi possibili(f�L; �Hg) ma si ha un intervallo di valori al 
ui interno il tipo del 
ompratore� varia 
on 
ontinuit�a, potendo assumere in�niti valori. Sotto questa ipoteside�nis
o per la variabile �:1. una funzione di ripartizione F ,2. una funzione densit�a f = F 0 tale 
he:(a) f > 0,(b) f �e 
ontinua sul supporto [�L; �H ℄.Di nuovo si hanno i due 
asi:1. informazione 
ompleta (ovvero il venditore 
onos
e il tipo del
ompratore),2. informazione in
ompleta in 
ui il venditore 
onos
e solo i parametristatisti
i des
rittivi del 
ompratore.Nel 
aso di informazione 
ompleta non 
ambia nulla rispetto a quantovisto nella sezione 6.4 ovvero si hanno le seguenti espressioni per la quantit�as
ambiata e il trasferimento di denaro (entrambi in funzione di �):



7.2 Distribuzione 
ontinua dei tipi di 
ompratore 1611. _q(�) = argmaxq�0(�q(v)� 
q)2. _t(�) = �v[ _q(�)℄in 
ui �q(v)� 
q de�nis
e il 
osiddetto surplus so
iale.Nel 
aso di informazione in
ompleta o privata, ovvero nel 
aso in 
ui iltipo del 
ompratore non �e noto al venditore, il men�u dei 
ontratti non 
ontie-ne solo 2 tipi (
ome nel 
aso della sezione 6.4), per
h�e se avessi solo due tipiavrei pi�u tipi distinti di 
ompratore 
he sarebbero forzati a s
egliere lo stessotipo di 
ontratto. In questo 
aso de�nis
o 
ome insieme dei 
ontratti lastruttura seguente: f(q(�); t(�))g (402)
on � 2 [�L; �H ℄ in modo 
he si abbia un 
ontratto per ogni tipo di 
ompra-tore. In analogia a quanto fatto nella sezione 6.4, si introdu
ono i vin
oli 
hefanno si 
he ogni 
ompratore preferis
a il 
ontratto progettato per il propriotipo a tutti gli altri. In quanto segue si ha:1. � e �0 2 [�L; �H ℄ rappresentano tipi distinti di 
ompratore,2. q(�) indi
a q(�) al variare di �,3. u(�) = �v(q(�)) � t(�) indi
a l'utilit�a di un 
ompratore di tipo � ses
eglie il 
ontratto disegnato per lui.Si hanno i seguenti vin
oli:u(�) � �v(q(�0))� t(�0) (403)ovvero (sostituendo la de�nizione della u(�)):�v(q(�))� t(�) � �v(q(�0))� t(�0) (404)ma: u(�) � 0 (405)da 
ui: �v(q(�))� t(�) � 0 (406)Le disequazioni (403) e (404) de�nis
ono il vin
olo noto 
ome IC mentre ledisequazioni (405) e (406) de�nis
ono il vin
olo noto 
ome IR.Collettivamente, tali disequazioni stabilis
ono 
he:1. il 
ompratore di tipo � preferis
e il 
ontratto progettato per lui a quelloprogettato per ogni altro tipo �0,



7.2 Distribuzione 
ontinua dei tipi di 
ompratore 1622. il 
ompratore di tipo � a

etta il 
ontratto progettato per lui sse neri
ava una utilit�a superiore alla propria utilit�a residua, nulla in questo
aso.Dal momento 
he si ha un vin
olo di tipo IC e un vin
olo di tipo IR perogni valore possibile di � si hanno in�niti vin
oli. Se i vin
oli sono tuttisoddisfatti, ogni tipo di 
ompratore s
eglie il 
ontratto disegnato per lui dalvenditore e il venditore ha un pro�tto atteso dato dalla seguente espressione:E[t(�)� 
q(�)℄ = Z �H�L (t(�)� 
q(�))f(�)d� (407)in 
ui t(�)� 
q(�) �e il ri
avo del venditore 
on il 
ompratore di tipo �.Un men�u di 
ontratti fq(�); t(�)g �e ottimo quandomassimizza E rispettan-do i vin
oli IC e IR 
onsiderando 
he � 2 [�L; �H ℄. Si introdu
e un Lemma
he 
onsente di sempli�
are i 
al
oli.Lemma 7.1 Si vuole dimostrare 
he:1. il vin
olo IC equivale a imporre 
he la q(�) sia qualunque pur
h�e 
re-s
ente in modo 
he, dopo aver �ssato q, il trasferimento di denaro risultide�nito 
ome: t(�) = �v(q(�))� Z ��L v(q(z))dz � u(�L) (408)
on:(a) u(�L) = �Lv(q(�L))� t(�L)(b) u(�) = �v(q(�))� t(�)2. se il vin
olo IC �e soddisfatto dai 
ontratti fq(�); t(�)g allora il vin
oloIR �e veri�
ato sse: u(�L) � 0 (409)[Dimostrazione℄Dati due tipi di 
ompratore � e �0 2 [�L; �H ℄, si suppone 
he:1. � > �0 ,2. il vin
olo IC sia soddisfatto,



7.2 Distribuzione 
ontinua dei tipi di 
ompratore 163in modo da s
rivere: u(�) � u(�0) + (� � �0)v(q(�0)) (410)Il se
ondo membro della (410) �e il se
ondo membro della (404) rivisto. Possos
rivere:�v(q(�0))� t(�0) = �v(q(�0)) + �0v(q(�0))� �0v(q(�0))� t(�0) (411)per 
ui, 
onsiderando insieme fra di loro il primo e il terzo elemento delse
ondo membro e lo stesso per il se
ondo e il quarto elemento (per i quali siri
orda 
he �e u(�0) = �0v(q(�0))� t(�0)), si ha:u(�0) + (� � �0)v(q(�0)) (412)ovvero il se
ondo membro della (410). In modo duale se si suppone 
he:1. �0 > �,2. il vin
olo IC sia soddisfatto,si pu�o s
rivere: u(�0) � u(�) + (�0 � �)v(q(�)) (413)Dalla (410) posso ri
avare:u(�)� u(�0) � (� � �0)v(q(�0)) (414)mentre dalla (413) posso ri
avare:(� � �0)v(q(�)) � u(�)� u(�0) (415)Dalle (414) e (415) ottengo:(� � �0)v(q(�)) � u(�)� u(�0) � (� � �0)v(q(�0)) (416)Per ipotesi ho 
he � > �0 per 
ui � � �0 > 0 (ovvero il tipo � �e suppostomigliore del tipo �0) per 
ui dalla (416) ottengo fa
ilmente:v(q(�)) � v(q(�0)) (417)e poi
h�e v �e 
res
ente, per de�nizione, si ha:q(�) � q(�0) (418)



7.2 Distribuzione 
ontinua dei tipi di 
ompratore 164Ovvero la q risulta essere debolmente 
res
ente.Se ora riprendo la (416) e divido per (� � �0) > 0 (
onsiderando 
he la u �eendogena) arrivo alla seguente 
atena di diseguaglianze:v(q(�)) � u(�)� u(�0)(� � �0) � v(q(�0)) (419)Se �0 �! �� (ovvero se �0 tende a � da sinistra, ma a rigore dovrebbe essereda destra, ho 
he v(q(�)) non 
ambia ossia:v(q(�0)) �! v(q(�)) (420)se la q �e 
ontinua in � per 
ui, usando il teorema dei 
arabinieri, si ha:u(�)� u(�0)(� � �0) �! v(q(�)) (421)ovvero: dud� = u0(�) = v(q(�)) (422)8� in 
ui q �e 
ontinua.So 
he q �e 
res
ente e 
ontinua su un intervallo 
ontinuo tranne 
he su uninsieme numerabile di punti per 
ui q �e 
ontinua quasi ovunque. Quello 
hevoglio �e 
he q sia 
ontinua ovunque in modo da poter s
rivere ovunque:u0(�) = v(q(�)) (423)e ri
avare la v 
on una integrazione. Si noti 
he la u �e 
onvessa dal momento
he:1. la q �e 
res
ente,2. la v �e 
res
ente,3. per 
ui v(q) �e 
res
ente e quindi lo �e u0.Dalla: u0(�) = v(q(�)) (424)
on una integrazione ottengo:u(�)� u(�L) = Z ��L v(q(z))dz (425)ovvero (sfruttando la u(�) = �v(q(�))� t(�)):�v(q(�))� t(�) = u(�L) + Z ��L v(q(z))dz (426)



7.2 Distribuzione 
ontinua dei tipi di 
ompratore 165e, in�ne, 
ome ri
hiesto:t(�) = �v(q(�))� u(�L)� Z ��L v(q(z))dz (427)A questo punto si suppone 
he q sia 
res
ente ed in pi�u 
he sia veri�
ata la(427), sia per il 
ompratore di tipo � sia per il 
ompratore di tipo �0 ovvero
he sia: t(�) = �v(q(�))� u(�L)� Z ��L v(q(zeta))dz (428)t(�0) = �0v(q(�0))� u(�L)� Z �0�L v(q(zeta))dz (429)e si dimostra 
he il vin
olo IC �e soddisfatto.Se riprendo la: �v(q(�))� t(�) � �v(q(�0))� t(�0) (430)e sostituis
o in modo opportuno dalle (428) e (429) ottengo:Z ��L v(q(z))dz + u(�L) � Z �0�L v(q(z))dz + u(�L) (431)Nota 7.1 Dato l'integrale: Z ba F (x; y)dx (432)
on y = f(x) e: f : [a; b℄ �! R (433)
on i vin
oli f(a) e f(b), fra tutte le funzioni f s
elgo la migliore in funzionedi 
ome �e fatta la F .Nota 7.2 Considero 
he: Z ba = Z 
a + Z b
 (434)se 
 2 [a; b℄.Nota 7.3 Considero la: t(�) = �v(q(�)) (435)



7.2 Distribuzione 
ontinua dei tipi di 
ompratore 166Se �0 < � posso s
rivere (sfruttando la (434)):Z ��L v(q(z))dz = Z �0�L v(q(z))dz + Z ��0 v(q(z))dz (436)ovvero, essendo � > �0, la v 
res
ente e:Z ��0 v(q(z))dz � (� � �0)v(q(�0)) � 0 (437)si ha: Z ��L v(q(z))dz � Z �0�L v(q(z))dz (438)e in�ne, sommando m. a m. u(�L):Z ��L v(q(z))dz + u(�L) � Z �0�L v(q(z))dz + u(�L) (439)Proposizione 7.1 (Continuazione del Lemma) Dallau(�)� u(�L) = Z ��L v(q(z))dz (440)ottengo: u(�) = u(�L) + Z ��L v(q(z))dz (441)Dal momento 
he �e v(q(z)) > 0 ho 
he la u �e 
res
ente 
on � (dal momento
he la ottengo integrando una funzione positiva su un intervallo di ampiezza
res
ente 
on �) per 
ui il vin
olo IR (ovvero �v(q(�))�t(�) � 0) �e soddisfattosse: u(�L) � 0 (442)dal momento 
he dalla (441) ottengo 
he in � = �L �e u(�) = u(�L).L'in
asso 
he il venditore ottiene dal 
ompratore di tipo � risulta essere t(�).Comunque �sso un tipo z in [�L; �℄ ho:�t(�)�q(z) (443)dove q(z) �e la quantit�a s
ambiata 
on il 
ompratore di tipo z. Se � �e 
ontenutoin [�L; �H ℄ allora ho: �t(�)�q(z) < 0 (444)



7.2 Distribuzione 
ontinua dei tipi di 
ompratore 167in analogia al 
aso dei due tipi di 
ompratore in 
ui ho:�t(�H)�q(�L) < 0 (445)ovvero la variazione del prezzo per un tipo rispetto alla variazione dellaquantit�a per un altro �e negativa. Questo suggeris
e 
he:q̂ < _q (446)per ogni tipo z < �H e: q̂L < _qL (447)La funzione obiettivo risulta essere:E[t(�)� 
q(�)℄ = Z �H�L ft(�)� 
q(�)gf(�)d� (448)e, sostituendo la u(�) = �v(q(�)) � t(�) s
ritta 
ome t(�) = �v(q(�)) � u(�)si ha: E[t(�)� 
q(�)℄ = Z �H�L f�v(q(�))� u(�)� 
q(�)gf(�)d� (449)e, in�ne, ri
ordando 
he �e:u(�)� u(�L) = Z ��L v(q(z))dz (450)si ha:E[t(�)�
q(�)℄ = Z �H�L f�v(q(�))�Z ��L v(q(z))dz�u(�L)�
q(�)gf(�)d� (451)Si hanno due variabili strumentali:1. u(�L) � 0.2. q(�) 
res
ente in modo 
he sia q0(�) � 0 quasi ovunque.Si vuole massimizzare la (451) sotto i vin
oli delle variabili strumentali.



1688 Ottava LezioneSi vuole massimizzare la seguente espressione del valore atteso del ri
avodel venditore:E[t(�)�
q(�)℄ = Z �H�L f�v(q(�))�Z ��L v(q(z))dz�u(�L)�
q(�)gf(�)d� (452)
on q � 0 e u(�L) � 0.La funzione u de
res
e la 
res
ere di �L per 
ui, dal momento 
he simassimizza, si pu�o porre u(�L) = 0 in modo da ottenere:E[t(�)� 
q(�)℄ = Z �H�L f�v(q(�))� Z ��L v(q(z))dz � 
q(�)gf(�)d� (453)Per iniziare si prende in esame l'integrale doppio interno ovvero:Z �H�L Z ��L v(q(z))dzf(�)d� (454)se 
onsidero 
he: f(�)d� = dF (�) (455)posso integrare la (454) per parti in modo da avere:F (�) Z ��L v(q(z)) j�H�L dz j�H�L � Z �H�L F (�)v(q(�))d� (456)Poi
h�e:1. F (�H) = 1,2. F (�L) = 0,dalla (456) ottengo: Z �H�L v(q(�))[1� F (�)f(�) ℄f(�)d� (457)Sostituendo la (457) nella (453), al posto dell'integrale doppio interno, si ha:Z �H�L f[� � 1� F (�)f(�) ℄v(q(�))� 
q(�)gf(�)d� (458)



169Si pu�o de�nire la valutazione virtuale:J(�) = � � 1� F (�)f(�) (459)Si sa 
he per ogni tipo z < � (ovvero per ogni tipo 
on valutazione inferiorea �) si ha: �t(�)�q(z) < 0 (460)Se F (�) ' 1 ovvero se �e po
o possibile in
ontrare tipi 
on una valutazionepi�u alta di � in modo 
he: P (z � �) = F (�) ' 1 (461)allora si a: 1� F (�) ' 0 (462)in modo 
he 
ome valutazione virtuale si abbia � � qual
osa 
he tiene 
ontodella (460). Si hanno i seguenti 
asi:1. F (�) �! 1 e la valutazione si ridu
e di po
o rispetto a quella vera,2. F (�) �! 0 �e fa
ile 
he il 
ompratore abbia una valutazione pi�u alta.Si deve ora massimizzare la (458) rispetto a q sull'insieme delle funzioni
res
enti: se tras
uro tale vin
olo per 
ui massimizzo su tutte le funzioni etrovo una q ottima 
res
ente allora si ha un massimo. Tutto 
i�o �e legittimose la J(�) �e 
res
ente. Dalla (459) si ha:1. � 
res
ente,2. F (�) 
res
ente ovvero 1 � F (�) de
res
ente e quindi �(1 � F (�))
res
ente,per 
ui tutto dipende dalla f(�) 
he pu�o far si 
he J(�) non sia 
res
ente.Per 
erte f(�) quali le:1. f uniforme,2. f normale,3. f esponenziale tron
ata



170la J(�) �e strettamente 
res
ente. Dalla (459) ho (
onsiderando 
he F (�L) = 0e F (�H) = 1): J(�L) = �L � 1� F (�L)f(�L) = �L � 1f(�L) (463)J(�H) = �H (464)per 
ui ho: J(�H) = �H > �L > �L � 1f(�L) = J(�L) (465)ovvero J non pu�o essere monotona de
res
ente anzi si vuole 
he sia monotona
res
ente. Se J �e strettamente 
res
ente su [�L; �H ℄ si tras
ura il vin
olo sullaq (
he sia monotona 
res
ente) e si risolve la (458). Il pro
edimento prevede
he si massimizzi punto per punto ovvero si �ssa � 2 [�L; �H ℄ e si massimizzarispetto a q per quel valore di �, poi si prende un nuovo � e si 
al
ola un nuovomassimo. Fatto questo per tutti i punti � 2 [�L; �H ℄ si �e trovato il massimodell'integrale dal momento 
he lo si �e massimizzato punto per punto.Si de�nis
e: ~q(�) = argmaxq�0J(�)v(q)� 
q (466)in 
ui J(�)v(q)�
q �e l'argomento dell'integrale nella (458) a meno del fattore
ostante positivo (dal momento 
he � �e �ssato) f(�).Se ~q(�) �e 
res
ente allora q̂() = ~q �e il massimo, sotto l'ipotesi 
he q sia
res
ente, essendo ~q ben de�nita. Si hanno i 
asi seguenti:1. se J(�) � 0 allora J(�)v(q)� 
q � 0 per 
ui la q ottima �e q = 0;2. se J(�) > 0 allora J(�)v(q)� 
q �e strettamente 
on
ava (dal momento
he lo �e v(q) e 
q �e lineare in q) per 
ui la funzione obiettivo �e stretta-mente 
on
ava e, quindi, di punti di massimo se ne ha uno solo per 
ui�e legittimo s
rivere la (466).Si deve ora dimostrare 
he ~q �e strettamente 
res
ente ovvero si devedimostrare 
he: � > �0 ) ~q(�) > ~q(�0) (467)in modo 
he J(�)v(~q(�))�
~q(�) sia un massimo per la J(�)v(q)�
q e quindi,sulla base delle 
ondizioni pre
edenti, sia:J(�)v(~q(�))� 
~q(�) � J(�)v(~q(�0))� 
~q(�0) (468)J(�0)v(~q(�0))� 
~q(�0) � J(�0)v(~q(�))� 
~q(�) (469)Sommando m. a m. tali diseguaglianze e sempli�
ando si ottiene:(J(�)� J(�0))v(~q(�)) � (J(�)� J(�0))v(~q(�0)) (470)



171ovvero, essendo (J(�) � J(�0)) > 0, dato 
he J �e strettamente 
res
ente fra�L e �H : v(~q(�)) � v(~q(�0)) (471)
he, essendo la v strettamente 
res
ente, equivale alla seguente 
ondizione:~q(�) � ~q(�0) (472)Sotto l'ipotesi vista si ha q̂(�) = ~q(�). Se 
onfronto tale quantit�a 
on laquantit�a allo
ata al 
ompratore di tipo � nel 
aso di informazione 
ompletae de�nita 
ome: _q(�) = argmaxq�0 �v(q)� 
q (473)
on la quantit�a allo
ata al 
ompratore di tipo � nel 
aso di informazionein
ompleta e de�nita 
ome:q̂(�) = ~q(�) = argmaxq�0 J(�)v(q)� 
q (474)dal momento 
he per ogni tipo del 
ompratore � < �H ho 
he J(�) < � arrivoalla 
on
lusione 
he 8� < �H si ha:q̂(�) < _q(�) (475)Di quanto tale di�erenza sia grande dipende dal fattore:1� F (�)f(�) (476)Se tale fattore tende a 1 la di�erenza �e grande se, inve
e, tende a 0 ladi�erenza �e pi

ola. Si

ome: q̂(�H) = _q(�H) (477)e la q̂ �e 
ontinua per il teorema del massimo ho 
he per � ! �H la di�erenzafra q̂ e _q �e pi

ola a pia
ere. Si ha, quindi, 
he i 
asi:1. di due tipi di 
ompratore f�L; �Hg2. di in�niti tipi di 
ompratore [�L; �H ℄danno risultati simili (si ha an
he u(�H) > 0 
ome nel 
aso dei due tipi).Se 
onos
o la v(q) e 
onos
o la f(�) 
onos
o la J(�). Vediamo un esempio.



172Esempio 8.1 Sia v(q) = pq e sia F una distribuzione uniforme per � 2[a; b℄ ovvero: F (�) = � � ab� a (478)Sostituendo nella (459) si ri
ava una espressione 
hiusa per la valutazionevirtuale: J(�) = 2� � b (479)
he de�nis
e la J 
res
ente su [a; b℄.Volendo massimizzare la J(�)v(q)�
q nel 
aso 
orrente si deve massimizzarela: (2� � b)pq � 
q (480)
on q̂ = ~q.Derivando la (480) rispetto a q e imponendo la uguale a 0 si ha 
he:q̂(�) = (2� � b2
 )2 (481)�e argmax della (480). Se la J �e de
res
ente fra �L e �H ho 
he la ~q �e una

Figura 76: Andamenti di J (dettagli nel testo)funzione 
on la stessa monotonia della J per 
ui sarebbe violato il vin
olodella 
res
enza di q. Per risolvere il problema si 
onsidera una J stirata(vedi le due �gure 76 (a) e (b)) in modo 
he la J sia debolmente 
res
ente equindi la ~q sia 
res
ente.



8.1 Esempio 1738.1 EsempioSi 
onsidera il 
aso di un venditore 
on una sola unit�a di un bene davendere (una impresa, un quadro o un libro). Si introdu
ono le seguentigrandezze e/o ipotesi:1. q 2 [0; 1℄ probabilit�a 
he il 
liente ottenga il bene,2. 
 = 0 
osto di produzione nullo,3. v(q) = q,4. � misura il gradimento del bene da parte del 
ompratore ed �e noto soloa lui,5. utilit�a del 
onsumo del bene �v(q) = �q,6. J strettamente 
res
ente.

Figura 77: Esempio (dettagli nel testo)Considero: q̂(�) = argmax J(�)q = � 0 se J(�) � 01 se J(�) > 0 (482)ovvero nel prima 
aso (0) il bene non viene venduto mentre nel se
ondo (1) losi vende. Si vede 
he usare probabilit�a non degeneri non �e di al
una utilit�a.Con riferimento alla �gura 77 so 
he:1. se �L = 0 allora il 
ompratore 
on quel tipo non apprezza il bene,



8.1 Esempio 1742. se �H = 1 allora il 
ompratore 
on quel tipo apprezza il bene.Dato 
he: J(�) = � � 1� F (�)f(�) (483)poi
h�e F (�L) = F (0) = 0 e F (�H) = F (1) = 1 nei due 
asi suddetti ho,rispettivamente (vedi la �gura 77):1. J(0) = � 1f(0)2. J(1) = 1per 
ui esiste �� 2 [0; 1℄ tale 
he:1. � < �� ) J < 0,2. � > �� ) J > 0Si pu�o, pertanto, s
rivere � < �� inve
e di J < 0 e � > �� inve
e di J > 0 inmodo 
he la (482) possa essere s
ritta 
ome segue:q̂(�) = argmaxq2[0;1℄ J(�)q = � 0 se � < ��1 se � > �� (484)Dalla (484) segue 
he (se t(�) indi
a la 
ifra pagata dal 
ompratore):1. i 
ompratori 
aratterizzati da un tipo � < �� non 
omprano per 
uit(�) = 0,2. i 
ompratori 
aratterizzati da un tipo � > �� 
omprano 
on probabilit�a1 per 
ui t(�) = ��Il valore della soglia �� lo si 
al
ola imponendo J(�) = 0. Il venditore �ssa unprezzo �� e se il 
ompratore vuole 
omprare paga tale prezzo in modo 
he i
ontratti possibili siano:1. (0; 0) il 
ompratore non paga e non ottiene il bene,2. (1; �) il 
ompratore paga il prezzo �ssato dal venditore e ottiene il bene.Se il prezzo lo indi
o 
on p ho 
he p 2 [0; 1℄ in quanto:1. p < 0 non ha senso,2. se p > 1 non 
ompra nessuno per
h�e �H = 1.



8.2 Di nuovo sulle Aste 175Il 
ompratore di tipo � 
ompra solo se la sua valutazione �e superiore al prezzo
io�e sse: � � p (485)La probabilit�a 
he il venditore venda il bene al prezzo p �e data dalla:P (� � p) = 1� P (� < p) = 1� F (p) (486)Dal momento 
he se il venditore vende il bene in
assa p e se non lo vendein
assa 0 il suo pro�tto atteso vale:[1� F (p)℄p (487)Volendo massimizzare la (487) la si deriva rispetto a p e si impone la deri-vata uguale a 0 (non si hanno problemi agli estremi e il massimo �e internoall'intervallo [0; 1℄): [1� F (p)℄� pf(p) = 0 (488)ovvero: p = 1� F (p)f(p) (489)per 
ui siamo nella stessa 
ondizione della J(�) = 0 se J �e 
res
ente e quindisi ha una sola soluzione �� 
ome visto prima.8.2 Di nuovo sulle AsteLa situazione �e quella di un venditore e n 
ompratori 
ias
uno deiquali ha una valutazione vi del bene messo all'asta 
he �e una informazioneprivata del 
ompratore i�esimo. Si hanno i seguenti 
asi:1. se i vin
e l'asta e ottiene il bene paga il prezzo p e la sua utilit�a �e vi�p,2. se i non vin
e l'asta e non ottiene il bene la sua utilit�a �e 0.Gli altri parte
ipanti all'asta e il venditore vedono vi 
ome una v. a. 
onsupporto [a; b℄ e funzione di ripartizione F e densit�a f . Le vi, inoltre, sonofra loro sto
asti
amente indipendenti. Si �e visto 
osa a

ade in un'astadi primo prezzo. In un'asta di primo prezzo (in 
ui le preferenze non sonoinformazione 
ompleta) si ha un solo BNE 
aratterizzato da:�(v) = ( a se v = av � R va Fn�1(z)dzFn�1(v) altrimenti (490)



8.2 Di nuovo sulle Aste 176
on v 2 [a; b℄. Tutti i 
ompratori o�rono in base alla stessa funzione di o�erta.In questo 
aso il ri
avo atteso del venditore �e pari alla se
onda valutazionepi�u alta ovvero: E[R1℄ = E[v(2)℄ (491)in 
ui R1 �e il ri
avo del venditore in un'asta di primo prezzo. Nel 
asodi un'asta di se
ondo prezzo si ha 
he per ogni gio
atore una strate-gia debolmente dominante �e quella di fare un'o�erta pari alla propriavalutazione del bene ovvero bi = vi. An
he in questo 
aso si ha:E[R2℄ = E[v(2)℄ (492)Nota 8.1 in 
ui R2 �e il ri
avo del venditore in un'asta di se
ondo prezzo.Sia le aste di primo prezzo sia le aste di se
ondo prezzo sono aste inbusta 
hiusa.8.2.1 Asta ingleseUn'asta inglese �e un'asta orale di tipo as
endente (ad esempio un'asta diquadri) in 
ui le o�erte si susseguono �no a 
he non rimane un solo o�erente
he si aggiudi
a il bene. In questo 
aso ogni gio
atore ha uno spazio distrategie in�nito per 
ui per poter a�rontare le aste inglesi dal punto di vistadella TdG se ne 
onsidera una versione sempli�
ata. In questa versione ognigio
atore si di
e attivo �no a 
he non es
e dall'asta. Ogni gio
atore devede
idere a quale prezzo las
iare l'asta (senza potere pi�u rientrarvi). Il prezzodell'asta parte da 0 e 
res
e in modo 
ontinuo ed autonomo e si ferma quandoil penultimo gio
atore las
ia l'asta in modo 
he sia rimasto un solo o�erenteattivo. In questo 
aso l'asta si 
hiude e il gio
atore rimasto paga il prezzo
orrente (la si di
e versione giapponese). In questa versione sempli�
ata
ambia lo spazio delle strategie per
h�e ogni gio
atore de
ide solo a 
he prezzolas
iare l'asta.An
he in questo tipo di asta ogni gio
atore ha una strategia debolmentedominante ovvero us
ire dall'asta quando il prezzo 
orrente raggiunge la suavalutazione vi: in questo 
aso vin
e il 
ompratore 
on la valutazione pi�u alta
he paga un prezzo pari alla se
onda valutazione pi�u alta in modo 
he ilri
avo atteso del venditore sia:E[RI ℄ = E[v(2)℄ (493)Nota 8.2 Le aste:1. asta di primo prezzo,2. asta di se
ondo prezzo,



8.2 Di nuovo sulle Aste 1773. asta inglese,hanno tutte lo stesso ri
avo atteso del venditore.Nota 8.3 Nelle 
onsiderazione della Nota 8.2 sono valide le seguenti ipotesi:1. prezzo di riserva o prezzo minimo r = 0,2. tassa di ingresso 
 = 0.Il prezzo minimo indi
a il livello al di sotto del quale non �e possibile fareo�erte. Variazioni possibili sono:1. r 6= 0 ma 
 = 0,2. r = 0 ma 
 6= 0,3. r 6= 0 e 
 6= 0.Nella prossima sezione si esamina l'e�etto di un prezzo di riserva non nulloe si veri�
a se esiste un'asta ottimale ovvero un'asta 
he massimizza il ri
avoatteso del venditore.8.2.2 Asta inglese 
on r 6= 0Nel 
aso di un'asta inglese 
on r 6= 0 il prezzo parte da r > 0 mentre peri gio
atori si hanno le seguenti 
ondizioni:1. se un gio
atore ha vi < r non parte
ipa all'asta,2. se un gio
atore ha vi > r parte
ipa all'asta e la abbandona quando ilprezzo 
orrente raggiunge la sua valutazione vi.Si vuole vedere l'e�etto sul ri
avo atteso del venditore. A tale s
opo side�nis
ono le seguenti quantit�a:1. v(1) prima o�erta pi�u alta,2. v(2) se
onda o�erta pi�u alta.mentre R indi
a il ri
avo atteso del venditore. La �gura 78 illustra i tre 
asipossibili.1. Nel 
aso della �gura 78 (a) r ha un e�etto nullo per
h�e ho almeno un
ompratore 
on valutazione maggiore di r 
he parte
ipa all'asta 
he si
hiude a v(2) per 
ui si ha: E[R℄ = E[v(2)℄ (494).
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Figura 78: Asta inglese 
on r 6= 0 (dettagli nel testo)2. Nel 
aso della �gura 78 (b) entra un solo parte
ipante per 
ui si ha:R = r > v(2) (495)e quindi r ha un e�etto positivo sul ri
avo del venditore.3. Nel 
aso della �gura 78 (
) nessuno parte
ipa all'asta per 
ui il venditoreha un in
asso pari a 0 inve
e di v(2) ovvero si ha:R = 0 < v(2) (496)Ci si 
hiede: �e una buona idea s
egliere r? Dipende dal 
onfronto fra ilse
ondo e il terzo dei 
asi suddetti. Se, per sempli
it�a, si �ssa:1. a = 0 
ome la valutazione pi�u bassa possibile,2. b = 1 
ome la valutazione pi�u alta possibile,3. n = 2 ovvero due 
ompratori,
i si riporta alla situazione della �gura 79. In tale �gura si hanno i seguenti
asi:1. (a) e (
): sono 
asi in 
ui il ri
avo vale R = r � r2,2. (b): �e il 
aso (a) della �gura 78 (ovvero v1 > r e v2 > r) per 
ui r nonha e�etto,
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Figura 79: Ri
avi del venditore (dettagli nel testo)3. (d): �e il 
aso (
) della �gura 78 (ovvero v1 < r e v2 < r) per 
ui r hae�etto negativo e il ri
avo �e R = 0.Se valuto la probabilit�a asso
iata alle aree della �gura 79 ho 
he:1. alle aree (a) e (
) sono asso
iate le probabilit�a F (r)(1� F (r))2. all'area (d) �e asso
iata la probabilit�a F 2(r)in modo 
he l'e�etto positivo abbia una probabilit�a pari a 2F (r)(1� F (r))e quello negativo pari a F 2(r). Se r �e pi

olo F 2(r) �e in�nitesimo di ordinesuperiore rispetto a F (r) per 
ui �e inferiore a 2F (r)(1�F (r)) e quindi l'e�ettopositivo �e superiore a quello negativo. Si pu�o vedere quando �e 
he:2F (r)(1� F (r)) > F 2(r) (497)ovvero 2(1� F (r)) > F (r) (498)
he vale se F (r) < 2=3.Vediamo l'espressione del ri
avo atteso del venditore nel 
aso generale di n
ompratori 
on identi
he funzioni di distribuzione F . Si pu�o s
rivere:E[R℄ = rPfv(1) > r > v(2)g+ Z br zd(F n(z) + nF n�1(z)(1� F (z))) + F n(r)0(499)



8.2 Di nuovo sulle Aste 180La (499) 
ontiene i tre 
asi della �gura 78 il terzo dei quali non d�a 
ontributoper
h�e per esso �e R = 0. Il se
ondo addendo 
ontiene il termine:(F n(z) + nF n�1(z)(1� F (z))) (500)
he tiene 
onto del fatto 
he tutte le n o�erte sono minori di z e 
he n � 1sono minori e una maggiore e questa la posso s
egliere in n modi diversi. Iltermine Pfv(1) > r > v(2)g lo posso s
rivere 
ome:nF n�1(r)(1� F (r)) (501)ovvero ho n� 1 o�erte minori ed una maggiore 
he posso s
egliere in n modidiversi. Sostituendo nella (499) e integrando per parti (usando la (500) 
omefattore di�erenziale) ottengo:E[R℄ = rnF n�1(r)(1� F (r)) + (z(F n(z) + nF n�1(z)(1� F (z)))) jbr� Z br (F n(z) + nF n�1(z)(1� F (z)))dz (502)ovvero (svolgendo i 
al
oli, 
on b = 1 F (b) = F (1) = 1 e sempli�
ando):E[R℄ = b� rF n(r)� Z br (F n(z) + nF n�1(z)(1� F (z)))dz (503)Si

ome voglio il massimo della (503) derivo rispetto a r ottenendo:dE[R℄dr = �F n(r)� rnF n�1(r)f(r) + F n(r)� F n�1(r)(1� F (r)) (504)(della parte 
on R rimane la funzione integranda valutata nell'estremoinferiore 
he dipende da r) e, in�ne, sempli�
ando e ra

ogliendo:dE[R℄dr = �nF n�1(r)f(r)(r� 1� F (r)f(r) ) (505)ovvero una espressione analoga a quella 
he si ha nel 
aso di un solo
ompratore. Ponendo: J(r) = r � 1� F (r)f(r) (506)
on J(r) 
res
ente per analogia al 
aso pre
edente di un 
ompratore e
onsiderando 
he F (a) = F (0) = 0 e F (b) = F (1) = 1 si ha:J(a) = J(0) = � 1f(a) (507)J(b) = J(1) = 1 (508)Dato 
he J(a) < 0 e J �e 
res
ente il valore ottimo di r > a �e tale 
he J(r) = 0(per
h�e 
os�� si annulla la (505)) ovvero ho le due 
ondizioni:



8.2 Di nuovo sulle Aste 1811. r 2 (a; b),2. r �e l'uni
a soluzione della:r � 1� F (r)f(r) = 0 (509)Si noti 
he il pi�u alto prezzo 
he non fa e�etto �e a.Dato a > 0 e dato il prezzo di riserva ottimale r̂ > 0 
i si 
hiede:Proposizione 8.1 8[a; b℄ e per qualunque forma della funzione di distribu-zione F �e vero 
he il prezzo di riserva ottimale �e sempre maggiore dell'o�ertapi�u bassa ovvero �e sempre vero 
he:̂r > a? (510)Se la Proposizione 8.1 �e vera allora il prezzo di riserva �e sempre utile per ilvenditore. Si hanno 
asi in 
ui r̂ = a. Se, ad esempio, [a; b℄ = [2; 3℄ (vedi la

Figura 80: r̂ = a (dettagli nel testo)�gura 80) e se F (r) �e uniforme su tale intervallo si ha 
io�e:F (r) = r � 2 (511)per 
ui dalla (505) 
onsiderando 
he f(r) = 1 
on sempli
i passaggi si ha:dE[R℄dr = �n(r � 2)n�1(2r � 3) (512)
he si annulla solo in r = 2 ovvero il prezzo di riserva ottimale �e r̂ = 2 per
ui �e inutile usarlo.



8.2 Di nuovo sulle Aste 1828.2.3 Asta di se
ondo prezzo 
on r 6= 0Se vi sono le valutazioni del bene da parte dei singoli o�erenti e siamonel 
aso di truthful binding ovvero ogni o�erente fa una o�erta pari allapropria valutazione ovvero 8i = 1; : : : ; n �e:bi(vi) = vi (513)si hanno i seguenti 
asi:1. vi < r, l'o�erta non viene presa in 
onsiderazione e il gio
atore i�esimonon parte
ipa all'asta,2. vi � r, il gio
atore i parte
ipa e o�re vi.Ogni gio
atore ha una strategia debolmente dominante 
he �e quella di o�rirela propria valutazione. Per 
al
olare il valore atteso del ri
avo del venditore,E[R℄, si ripetono i 
al
oli gi�a visti ovvero:E[R℄ = rPfv(1) > r > v(2)g+ rPfv(1) > v(2)>rg (514)dal momento 
he:1. non si hanno o�erte superiori a v(1),2. se tutti o�rono meno di r nessuno pu�o parte
ipare all'asta e il ri
avo �enullo.Il ri
avo atteso �e 
ome nel 
aso dell'Asta inglese per 
ui il prezzo di riservaottimo �e lo stesso.8.2.4 Asta di primo prezzo 
on r 6= 0Come negli altri 
asi, se un'o�erta �e inferiore a r non la si prende in
onsiderazione e quindi ogni gio
atore la 
ui valutazione �e inferiore al prez-zo di riserva non pu�o parte
ipare all'asta. Si 
er
a, se esistono, equilibrisimmetri
i. La funzione di o�erta di equilibrio �e del tipo:�(v) = � 0 se v < r(516) se v � r (515)
on (z = v): F n�1(z))0z � F n�1(z))0�(z) + � 0(z)F n�1(z) (516)



8.2 Di nuovo sulle Aste 183L'o�erta minima �e quella di 
hi ha una valutazione pari a r:�(r) = r (517)dato 
he non pu�o o�rire meno (dato 
he non �e permesso farlo) e non o�re dipi�u per
h�e non ha interesse a farlo.Se si integra fra r e v la (516) si ottiene:Z vr zdF n�1�(z) = (�(z)F n�1(z)) jvr= �(v)F n�1(v)� rF n�1(r) (518)essendo �(r) = r in modo 
he sia:rF n�1(r)F n�1(v) = R vr zdF n�1(z)F n�1(v) = �r(v) (519)
on �r(v) notazione 
on 
ui si indi
a la funzione di o�erta nel 
aso di unprezzo di riserva non nullo (ovvero r 6= 0). In assenza di prezzo di riserva

Figura 81: � e �r (dettagli nel testo)ovvero se r = 0 si ha (vedi la �gura 81):�(r) = �(v) = R vr F n�1(z)dzF n�1(v) (520)per 
ui �e �r > � ma tale diseguaglianza si attenua al 
res
ere di v (vedi la�gura 81). In generale �r non �e de�nita per v 2 [0; r) oppure si pu�o imporre
he abbia un valore nullo.Nota 8.4 Tutti quelli 
on valutazione superiore a r o�rono di pi�u di r mentrequelli 
on valutazione inferiore a r non parte
ipano all'asta. Il ri
avo attesodel venditore non 
ambia in questo 
aso rispetto ai 
asi visti in pre
edenza.



1849 Nona Lezione9.1 Commenti sulle asteLe aste:1. asta di primo prezzo,2. asta di se
ondo prezzo,3. asta inglesesono equivalenti per
h�e generano lo stesso ri
avo atteso per il venditore aparit�a di prezzo di riserva r. Tutto 
i�o rispetta il prin
ipio in base al quale il
onfronto fra le aste viene fatto sulla base del ri
avo atteso e 
onsiderando ilpunto di vista del venditore. Si vuole introdurre ora un tipo di asta astrattain modo da de�nire il modo migliore per vendere un 
erto bene ottenendo ilmassimo ri
avo atteso. Il supporto teori
o �e il prin
ipio di rivelazione.Si 
onsidera un'asta generi
a A 
on un 
erto numero di parte
ipanti:i = 1; : : : ; n (521)nella quale Si rappresenta l'insieme delle azioni possibili per il parte
ipantegeneri
o i 
he, per fare la propria o�erta, s
eglie un elemento in Si.9.1.1 Asta di primo prezzoSi ha: Si = [0;+1) (522)e in pi�u si ha una funzione esito:g : �ni=1Si �! E (523)
on E 
he rappresenta l'insieme degli esiti e:g(s) = (Y1(s); : : : ; Yn(s); t1(s); : : : ; tn(s)) (524)
on:1. Y1(s); : : : ; Yn(s); t1(s); : : : ; tn(s) 2 E;2. s 2 �ni=1Si pro�lo di azioni;3. Yi(s) �e la probabilit�a 
he il gio
atore i vin
a il bene se le azioni sononel pro�lo s, si ha (per i = 1; : : : ; n):



9.1 Commenti sulle aste 185(a) Yi � 0,(b) Pni=1 Yi(s) � 1 ovvero esiste una probabilit�a non nulla 
he ilvenditore non ries
a a vendere il bene;(
) ti(s) �e la 
ifra 
he i paga in 
orrispondenza del pro�lo s.Una [meta℄strategia per il gio
atore i �e una funzione:msi : �i �! Si (525)dove �i �e l'insieme [a; b℄ delle possibili valutazioni.9.1.2 Asta di primo prezzo 
on ipotesi sempli�
ativeSi introdu
ono le seguenti ipotesi sempli�
ative:1. due gio
atori ovvero n = 2 e i = 1; 2;2. S1 = S2 = [0;+1);3. Y1(s) = 8<: 1 s1 > s20 s1 < s21=2 s1 = s2 (526)nel primo 
aso 1 o�re pi�u di 2, nel se
ondo 2 o�re pi�u di 1 e nel terzoo�rono la stessa 
ifra per 
ui si lan
ia una moneta per stabilire 
hi deidue si aggiudi
a il bene;4. Y2(s) = 1� Y1(s) ovvero Y2 �e il 
omplemento di Y1 e quindi, in mododuale al pre
edente si ha:Y2(s) = 8<: 1 s2 > s10 s2 < s11=2 s2 = s1 (527)Il pagamento eseguito da 1 lo s
rivo 
ome:t1(s) = 8<: s1 s1 > s20 s1 < s20 o s1 
on P = 1=2 s1 = s2 (528)Voglio de�nire 
ome predi
o l'esito in termini di ri
avo atteso. All'asta A siasso
ia un BNE m̂s: m̂s = (m̂s1; : : : ; m̂sn) (529)



9.1 Commenti sulle aste 186Dato l'equilibrio m̂s si asso
ia al pro�lo delle valutazioni:v = (v1; : : : ; vn) (530)un pro�lo di azioni: m̂s(v) = (m̂s1(v1); : : : ; m̂sn(vn)) (531)dove m̂s1(vi) 2 Si �e il 
omportamento di i in funzione di vi.La m̂s1(vi) 2 Si �e una azione gio
ata da i per 
ui se uso m̂s 
ome argomentodella g ottengo un esito: g(m̂s(v)) = h(v) (532)In questo modo si passa dalle valutazioni (vi) alle azioni (m̂si) e, in�ne,agli esiti g(m̂s(v)). La funzione:h : � �! E (533)dipende dal BNE essendo � = [a; b℄n ed �e de�nita 
ome:h(v) = (Y1(v); : : : ; Yn(v); t1(v); : : : ; tn(v)) (534)in 
ui:1. i primi n termini a se
ondo membro sono le probabilit�a in funzionedelle valutazioni de�nite su [a; b℄n, ogni pro�lo di valutazioni ha unaprobabilit�a;2. i se
ondi n termini a se
ondo membro rappresentano i pagamenti deigio
atori in funzione delle valutazioni ovveroti(v) = Ti(m̂s(v)) (535)Esempio 9.1 Si 
onsidera un'asta di primo prezzo 
on:1. [a; b℄ = [0; 1℄,2. F (z) = z ovvero distribuzione uniforme su [0; 1℄,3. �(v) = v � R v0 F (z)dzF (v) = v2 (536)monotona 
res
ente in v;



9.1 Commenti sulle aste 1874. Y1(v) = 8<: 1 se v1 > v21=2 se v1 = v20 se v1 < v2 (537)5. Y2(v) = 1� Y1(v) (538)6. se l'o�erta �e �(v) il pagamento di 1 �e:t1(v) = 8<: v12 se v1 > v2v14 se v1 = v20 se v1 < v2 (539)in 
ui v14 �e il valore atteso 12 v12 + 120 
he viene assunto 
on probabilit�anulla dal momento 
he le v. a. 
he interessano sono 
ontinue e per v.a. x di questo tipo si ha P (x = k) = 0;7. il pagamento di 2 ovvero t2(v) ha una struttura simile.Data un'asta si ri
ava un equilibrio da 
ui si 
al
ola la h(v) 
on un 
erto esitose le valutazioni sono v. L'in
asso �e:nXi=1 ti(v) (540)Si vuole un'asta di tipo astratto il 
ui esito 
oin
ida 
on quello dell'astaA dato 
he in un mondo ideale �e fa
ile de�nire l'asta ottimale mentre talede�nizione non �e agevole nel mondo reale.9.1.3 Asta diretta DUn'asta D si di
e diretta se lo spazio delle azioni del gio
atore i�esimo(i = 1; : : : ; n) �e tale 
he: Si = �i = [a; b℄ (541)ovvero lo spazio delle azioni 
oin
ide 
on quello delle valutazioni: in questo
aso i gio
atori i non s
elgono una o�erta (e quindi il tempo massimo 
hepermangono nell'asta) ma solo le proprie possibili valutazioni. Una strategiain D �e una funzione de�nita 
ome:di : �i �! Si (542)
he, poi
h�e �i = Si, posso s
rivere 
ome:di : �i �! �i (543)



9.1 Commenti sulle aste 188Nota 9.1 Tutte le aste dirette sono uguali 
on �i = Si e di�eris
ono so-lo nelle funzioni di esito, ognuna delle quali identi�
a una parti
olare astadiretta. Se: g : � �! E (544)�e una funzione generi
a di esito, per l'asta diretta si ha:g(v) = h(v) (545)dove h(v) �e l'esito all'equilibrio nell'asta generi
a A.Per ogni tipo di un gio
atore i si stabilis
e 
ome i gio
a ovvero 
ome s
eglieuno dei suoi possibili tipi. In questo modo la funzione di esito:g : � �! E (546)la s
rivo 
ome: �ni=1Si = �ni=1�i = � (547)Data un'asta A e un'equilibrio m̂s, DA �e la seguente asta diretta 
on:g(v) = h(v) (548)dove g(v) �e l'esito se i gio
atori s
elgono un pro�lo di valutazioni v mentreh(v) rappresenta l'esito all'equilibrio nell'asta A. In D l'esito si ha quandoogni i s
eglie 
ome esito la propria valutazione (�e a questo livello 
he si hal'astrazione): l'equilibrio nell'asta A 
oin
ide 
on quello nell'asta DA.L'asta diretta DA genera lo stesso esito dell'asta A dato un equilibrio �ssatoin A e pari a m̂s. Se ogni gio
atore i gio
a:di(vi) = vi (549)nel 
aso di truthful binding o strategia veritiera 
on:di : �i �! �i (550)l'asta DA si di
e 
ompatibile 
on gli in
entivi se ha un BNE veritiero ovverose le strategie di(vi) = vi 
ostituis
ono un BNE per l'asta diretta: in 
asonegativo non si pu�o pensare di ottenere 
on l'asta diretta DA lo stesso esito
he si ha 
on l'asta A.



9.1 Commenti sulle aste 1899.1.4 Prin
ipio di rivelazionem̂s �e un BNE di A e: fdi(vi) = vigni=1 (551)sono un pro�lo di strategie in 
ui i gio
atori s
elgono le azioni 
he 
oin
idono
on la propria valutazione. Il pro�lo di strategie veritiere �e di equilibrioovvero �e un BNE dell'asta diretta DA e quindi DA si di
e 
ompatibile perin
entivi e soddisfa il vin
olo IC.Nota 9.2 Per 
er
are un'asta ottimale 
i si pu�o restringere all'asta direttaDA.Cer
o un'asta diretta 
he massimizzi il ri
avo atteso e la 
er
o fra quelle 
onequilibrio veritiero: tutti gli equilibri in aste qualunque sono riprodu
ibilimediante equilibri veritieri in aste dirette.Dimostrazione 9.1 (Dimostrazione del Prin
ipio di rivelazione) Siparte da una 
ondizione di equilibrio per una metastrategia m̂s. Per l'astaA si ha:viE�i[Yi(m̂si(vi); m̂s�i(v�i))℄� E�i[ti(m̂si(vi); m̂s�i(v�i))℄ (552)Nella (552) si lavora sui valori attesi degli altri gio
atori:1. nel primo addendo 
ompare vi per la probabilit�a 
he i vin
a se gio
a lasua [meta℄strategia di equilibrio e gli altri gio
ano la loro;2. nel se
ondo addendo 
ompare il pagamento di i se s
eglie vi mentre glialtri adottano la loro strategia di equilibrio.Si

ome m̂s �e un equilibrio gio
are m̂si(vi) �e meglio 
he gio
are qualsiasi altra
osa per 
ui se i segue la strategia s0i la sua situazione �e peggiore. Aggiungendoil se
ondo membro alla (552) si ottiene la seguente diseguaglianza:viE�i[Yi(m̂si(vi); m̂s�i(v�i))℄� E�i[ti(m̂si(vi); m̂s�i(v�i))℄ �viE�i[Yi(s0i(vi); m̂s�i(v�i))℄� E�i[ti(s0i(vi); m̂s�i(v�i))℄ (553)nel 
aso dell'asta diretta DA si las
ia il lato sinistro della (553) invariatomentre nel lato destro si mette m̂si(v0i) nei due valori attesi: ho an
ora unarelazione di � fra le due valutazioni ma in una 
ompare m̂si(v0i) ovvero l'azio-ne all'equilibrio per i se la sua valutazione �e v0i.Il primo membro rappresental'utilit�a attesa per i il 
ui tipo �e vi all'equilibrio m̂s.Nell'asta diretta DA se tutti gio
ano:di(vi) = vi (554)si ha 
he:



9.1 Commenti sulle aste 1901. l'esito �e lo stesso per 
ostruzione,2. l'utilit�a attesa �e la stessa.Ci si 
hiede: il gio
atore i 
on tipo vi pu�o migliorare la propria utilit�a attesaall'equilibrio? Ovvero pu�o s
egliere:di(vi) = v0i (555)in modo da avere una utilit�a attesa migliore?Il gio
atore i 
on valutazione vi pu�o deviare, nell'asta diretta DA, solos
egliendo: v0i 6= vi (556)in �i ovvero s
egliendo una strategia non veritiera. Se i s
eglie v0i l'esito �elo stesso 
he si ha in A se si gio
a non m̂si(vi) ma m̂si(v0i). Se i s
egliev0i 6= vi 
i�o fa si 
he in A i s
elga m̂si(v0i): in A se i gio
a m̂si(v0i) non st�ameglio, per quanto visto prima, e la sua utilit�a attesa �e minore in modo 
he ilse
ondo membro della (553) �e strettamente maggiore del primo 
he 
oin
ide
on il primo della stessa relazione s
ritta per la DA per 
ui al gio
atore i non
onviene deviare nell'asta DA.Nota 9.3 Suppongo 
he esista un'asta ottimale (
on un'equilibrio miglioredi ogni altro) 
he produ
e un esito 
he possa essere s
ritto in funzione deipro�li di valutazione. Tale esito lo si pu�o ottenere 
ome esito di un'asta DA
on equlibrio veritiero: g : � �! E (557)Cer
o, fra le aste dirette, quella 
he massimizza il ri
avo atteso ovvero ilvalore atteso di: Xi ti (558)Per fare questo determino gli esiti 
he sono ottenibili 
ome equilibri veritieriin un'asta diretta DA. L'asta diretta DA ha la funzione g 
ome la h 
he siha nel 
aso dell'asta A ovvero:g(v) = (Y1(v); : : : ; Yn(v); t1(v); : : : ; tn(v)) (559)Le Yi e ti sono variabili strumentali ovvero sono 2n funzioni 
ias
una de�nitasu [a; b℄n. Voglio sapere quando �e 
he si ha un equlibrio diretto.Al propositosi ha il seguente Lemma.



9.1 Commenti sulle aste 191Lemma 9.1 (Commenti introduttivi) Data la probabilit�a 
he i vin
adato il pro�lo di valutazioni v (Yi(v)) si ha:�Yi(vi) = E�i[Yi(v)℄ (560)in 
ui:1. le �Yi sono funzioni della valutazione di i ovvero vi,2. E�i �e il valore atteso delle valutazioni degli altri per 
ui rimane solo vi,3. �Yi(vi) �e la probabilit�a di vittoria di i 
ondizionata dalla sua valutazione.Si pu�o s
rivere: �ti[vi℄ = E�i[ti(v)℄ (561)ovvero il pagamento di i 
ondizionato dalla valutazione vi �e uguale al valoreatteso per gli altri del pagamento 
ondizionato dalla valutazione v.Nota 9.4 Il gio
atore i pensa 
he tutti gli altri gio
atori s
elgano in modoveritiero. Se si prende E�i si parte dal presupposto 
he gli altri s
elgano 
omeazione la loro valutazione (strategia veritiera).L'utilit�a di i se s
eglie: di(vi) = v0i (562)ovvero nel 
aso i non di
a la verit�a ma di
a v0i �e determinata dalla probabilit�adi vittoria: �Yi(v0i) = E�i[ �Yi(v0)℄ (563)in modo 
he l'utilit�a la posso s
rivere 
ome:vi �Yi(v0i)� E�i[v0i℄ (564)Si ha un vin
olo 
he tradu
e il fatto 
he dire la verit�a �e meglio 
he non dirla:vi �Yi(vi)� E�i[vi℄ � vi �Yi(v0i)� E�i[v0i℄ (565)8vi; v0i e 8i. Vediamo ora 
ome devono essere fatte le �Yi. Si ri
orda 
he:Vi(vi) = vi �Yi(vi)� E�i[vi℄ (566)rappresenta l'utilit�a per i quando di
e la verit�a.Lemma 9.2 (Corpo del lemma 9.1) Si hanno i punti seguenti.



9.1 Commenti sulle aste 1921. Il vin
olo IC per il gio
atore i �e soddisfatto sse:�ti(vi) = vi �Yi � Z via �Yi(z)dz � vi(a) (567)ovvero sse il pagamento di i �e uguale al gradimento di i meno la proba-bilit�a 
he i vin
a meno la probabilit�a di i 
on la valutazione pi�u bassadi tutte. La �Yi() �e 
res
ente.2. Un'asta diretta DA �e 
ompatibile per in
entivi (ovvero soddisfa il vin
oloIC e quindi esiste per essa un equilibrio veritiero sse la (567) vale pertutti i gio
atori ovvero 8 i = 1; : : : ; n.Un gio
atore i parte
ipa all'asta se:Vi(vi) � 0 (568)e 
i�o deve valere 8vi e 8 i = 1; : : : ; n. Si s
rive:Vi(vi) = Z via �Yi(z)dz + vi(a) � vi(a) (569)essendo: Z via �Yi(z)dz > 0 (570)e 
i�o vale 8vi > a ovvero per ogni valutazione superiore alla pi�u bassa.Ci si 
hiede: esiste un equilibrio veritiero per un'asta diretta DA?Si ha: vi �Yi(vi)� �ti(vi) (571)�ti(vi) = vi �Yi(vi)� Z via �Yi(z)dz (572)Le Yi sono tali 
he le �Yi sono 
res
enti mentre le ti sono tali da soddisfare la(572) per ogni gio
atore i.Nota 9.5 (Teorema di equivalenza dei ri
avi (
orollario Lemma 9.2))Il ri
avo atteso per il venditore nell'asta diretta DA �e:E[R℄ = E[ nXi=1 ti(v)℄ = E1E�1[t1(v)℄+� � �+EnE�n[tn(v)℄ = E1[�t1(v1)℄+� � �+En[�tn(vn)℄(573)in 
ui �ti(vi) = E�i[ti(v)℄ e le �ti(vi) le ri
avo 
ome segue:�ti(vi) = vi �Yi(vi)� Z via �Yi(z)dz (574)



9.1 Commenti sulle aste 193Nota 9.6 Nel Teorema di equivalenza dei ri
avi si �e appli
ata la leggedelle aspettative iterate nella formulazione 
he segue:E[t1; : : : ; tn℄ = Z[a;b℄ t1(v)f(v1) : : : f(vn)dv= Z[a;b℄ Z[a;b℄n�1 t1(v)f(v2) : : : f(vn)dvf(v1)dv1 (575)in 
ui si sfrutta l'indipendenza delle v.a. e l'integrale interno �e il valore atteso
on v1 �ssato.Teorema 9.1 (Teorema di equivalenza dei ri
avi RET ) In un'asta di-retta DA l'utilit�a attesa dei 
ompratori e il ri
avo atteso del venditoredipendono solo da: f �Yi(); vi(a)gni=1 (576)dal momento 
he i �ti dipendono dalle �Yi e dalle vi(a) per
h�e il vin
olo di
ompatibilit�a 
on in
entivi �ssa i �ti in modo 
he i Vi(vi) dipendono da �Yi() eda vi(a).Nota 9.7 Due aste di tipo diretto 
on identi
i �Yi hanno lo stesso ri
avoatteso e una stessa utilit�a per il venditore.9.1.5 Asta di primo prezzo e equilibrio �(v)La � spe
i�
a una allo
azione: vin
e il parte
ipante all'asta 
on la va-lutazione pi�u alta. Quanto guadagna un 
ompratore 
on la valutazione pi�ubassa possibile? nulla , la sua utilit�a �e pari a 0 ovvero:vi(a) = 0 (577)per 
ui esiste un'asta diretta 
on lo stesso esito e quindi 
on lo stesso ri
avoatteso.9.1.6 Asta di se
ondo prezzoVin
e 
he ha la valutazione pi�u alta.L'utilit�a del tipo di 
ompratore 
on la valutazione pi�u bassa possibile �e paria 0.L'Asta di primo prezzo e l'Asta di se
ondo prezzo hanno la stessa funzioneallo
azione � e la stessa utilit�a per 
ui esiste un'Asta diretta DA 
on lo stessoesito: si ha un'asta diretta per aste di primo e se
ondo prezzo 
on la stessaallo
azione del bene (ovvero gli stessi valori per le Yi e le �Yie la stessa utilit�aper la valutazione pi�u bassa vi(a) per 
ui per il Teorema di equivalenza deiri
avi tutti e tre i tipi di aste hanno lo stesso ri
avo atteso.



9.1 Commenti sulle aste 1949.1.7 Considerazioni generali e 
on
lusiveSi ha 
he:1. un'asta diretta 
on�gurata 
ome asta di primo prezzo ha lo stesso ri
avoatteso,2. un'asta diretta 
on�gurata 
ome asta di se
ondo prezzo ha lo stessori
avo atteso.Per un'asta inglese ho la stessa allo
azione e, per
i�o,lo stesso ri
avo atteso.Vediamo ora 
osa a

ade in presenza di un prezzo di riserva r non nullo. Ser �e uguale per un'asta di primo prezzo e una di se
ondo prezzo si ha lo stessori
avo atteso. Si 
onsidera:E1�t1(v1) = Z ba �t1(v1)f(v1)dv1 (578)in 
ui si sostituis
e:�t1(v1) = v1 �Y1(v1)� Z v1a �Y1(z)dz � v1(a) (579)Si

ome si massimizza rispetto a Y1 e si ha v1(a) de
res
ente si pu�o porreV1(a) = 0. Sostituendo la (579) nella (578) e integrando per parti si ha:E1�t1(v1) = Z ba J(v1) �Y1(v1)f(v1)dv1 = Z[a;b℄n J(v1)y1(v) nYj=1 f(vj)dvj (580)
on: �Y1(v1) = E�1[Y1(v)℄ = Z[a;b℄n�1 y1f(v2) : : : f(vn)dv2 : : : dvn (581)Se ripeto il ragionamento per le v2; : : : ; vn e le Y2; : : : ; Yn ottengo:E[R℄ = Z[a;b℄n(J(v1)Y1(v) + � � �+ J(vn)Yn(v)) nYj=1 f(vj)dvj (582)Si vuole il massimo 
on il vin
olo 
he le �Yi siano 
res
enti. Con una te
ni-
a ormai usuale si tras
ura tale vin
olo supponendo 
he sia una 
ondizionesuÆ
iente per 
ui si sfrutta il fatto 
he la J �e strettamente 
res
ente e simassimizza punto per punto. Si �ssa v. Si ha 
he:Y1(v) : : : Yn(v) (583)
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he: Yi(v) > 0) J(vi) � 0 (584)J(vi) � J(vh) (585)8i 6= j. Si hanno, pertanto, i 
asi seguenti:1. se il pi�u grande dei J �e positivo do peso 1 alla i,2. se il pi�u grande dei J �e negativo do peso 0 a tutte.Dato 
he Yi �e la probabilit�a di vittoria del gio
atore i e J �e strettamente
res
ente in modo 
he: J(vi) � J(vh) (586)la posso s
rivere in modo equivalente 
ome:vi � vh (587)Per la J(vi) � 0 ho 
he:1. J �e strettamente 
res
ente,2. J(a) � 0per 
ui la J(vi) � 0 �e sempre vera. Se J(a) < 0 allora esiste un solo v̂ tale
he J(v̂) = 0: se J(a) < 0 dato 
he J(b) > 0 ed essendo J 
ontinua esisteun punto in 
ui la J assume valore nullo per 
ui inve
e di J(vi) � 0 posos
rivere vi � v̂ 
on v̂ 
he dipende da J . Si noti 
he v̂ pu�o 
oin
idere 
on a.Il valore ottimale �e tale 
he Yi(v) = 1 se vi � v̂ e vi > vj 8i 6= j. Si di
e 
he �Yiprende �t in vj. Se vi 
res
e aumenta �Yi per
h�e l'insieme deivi 
he soddisfa la
ondizione diventa pi�u grande per 
ui �Yi �e 
res
ente e l'asta ottima �e quellari
avata.Per veri�
are se l'asta di primo prezzo �e ottima si deve vedere se implementao no l'allo
azione trovata: in 
aso a�ermativo �e ottima, in 
aso negativo nonlo �e.L'asta di primo prezzo non si 
ura di vi � v̂ ma si limita ad asserire 
he ivin
e se vi > vj 8j 6= i. Se v̂ = a vi � v̂ = a 8i. Si hanno i due 
asi:1. v̂ = a se J(a) � 0 e J(vi) > 0 sempre;2. v̂ > a se J(a) < 0 e J(vi) > 0 sempre



9.1 Commenti sulle aste 196Lo stesso vale sia per l'asta di se
ondo prezzo sia per l'asta inglese. Ci si
hiede: 
ome si pu�o 
ambiare l'asta di primo prezzo? Il valore v̂ derivadall'asta ottimale ovvero dall'asta diretta . Se 
ome prezzo di riserva prendor = v̂ tutti quelli 
on una valutazione inferiore sono es
lusi dall'asta. L'astadi primo prezzo �e ottima per
h�e produ
e l'allo
azione:Yi(v) = 1 (588)se vi � v̂ e vi > vj 8j 6= i.Lo stesso vale sia per l'asta di se
ondo prezzo sia per l'asta inglese. L'astaottimale �e l'asta di primo prezzo 
on prezzo di riserva ottimale.
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